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SILVA, Pedro Aurélio Cardoso da. Uma abordagem didatica interativa e visual no ensino
de mudanga de coordenadas em integrais multiplas. 2025. 123f. Dissertacao (Mestrado em
Educacdo) — Centro de Ciéncias Humanas. Universidade Estadual de Montes Claros.
Montes Claros / MG. Brasil.

RESUMO

A pesquisa se insere no campo de investigagcdo da Educagdo Matematica, tendo como objetivo
geral investigar como uma abordagem pedagogica, fundamentada nos pressupostos dos
Registros de Representagdo Semiotica e apoiada pelo GeoGebra, pode contribuir para os
processos de ensino e de aprendizagem de Mudangas de Coordenadas em Integrais
Multiplas, no contexto do Calculo Integral. Norteados pelo objetivo geral, construimos os
seguintes objetivos especificos: 1) Analisar o emprego de Tecnologias Digitais no ensino de
Mudangas de Coordenadas em Integrais Multiplas, em producdes académicas, com foco nas
dificuldades relatadas sobre os processos de ensino e de aprendizagem; ii) Analisar
dificuldades evidenciadas por estudantes, a partir de um teste diagndstico, na mudanca de
registros de representacdo semiotica em tarefas que envolvem Mudanca de Coordenadas em
Integrais Multiplas; e iii) Analisar conhecimentos mobilizados por estudantes ao resolver uma
sequéncia de tarefas, que utiliza diferentes registros de representacdo, sobre Mudanca de
Coordenadas em Integrais Multiplas. Para o referencial tedrico, nos reportamos a Teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica (TRRS) de Raymond Duval. Como referencial
metodoldgico foram utilizados aportes da Engenharia Didatica, em que foi realizada revisao
de literatura e pesquisa de campo, com teste diagnostico e sequéncia de tarefas aplicados a
estudantes da Unimontes do 5° ao 8° periodo da Licenciatura em Matematica. Os resultados
evidenciam que o GeoGebra potencializa a visualizagdo de regides de integragao, permitindo
que os estudantes explorem as relagdes e compreendam os limites de integracdo e as
mudangas de coordenadas. Entretanto, os desafios persistem, principalmente na conversao
entre registros graficos e algébricos, mostrando que a mediacdo pedagdgica pode ajudar a
incluir essas ferramentas ao processo de aprendizagem. Comparando os resultados do teste
diagndstico com a andlise das tarefas realizadas, observou-se uma evolu¢do no entendimento
dos conceitos matematicos, mas também a necessidade de revisdes mais frequentes e
direcionadas as dificuldades prévias dos estudantes. Conclui-se que a combinagao entre TRRS
e o uso de Tecnologias Digitais pode favorecer a aprendizagem, permitindo uma transi¢ao
mais fluida entre os registros de representacdes semidticas. No entanto, os dados analisados
indicam que a superagdo das dificuldades relacionadas a conversdo entre registros graficos e
algébricos demanda um acompanhamento pedagdgico mais estruturado. Além disso, aspectos
como a infraestrutura tecnoldgica disponivel e a formacao docente para o uso desses recursos
podem influenciar diretamente na qualidade dessa abordagem no ensino de Mudanga de
Coordenadas em Integrais Multiplas.

Palavras-chave: Mudanga de Coordenadas em Integrais Multiplas. Teoria dos Registros de
Representagdo Semiotica. Calculo Integral.



SILVA, Pedro Aurélio Cardoso da. An interactive and visual didactic approach to teaching
coordinate changes in multiple integrals. 2025. 123f. Dissertation (Master in Education) —
Centro de Ciéncias Humanas. Universidade Estadual de Montes Claros. Montes Claros /
MG. Brasil.

ABSTRACT

The research falls within the field of Mathematics Education, with the general objective of
investigating how a pedagogical approach, based on the assumptions of Semiotic
Representation Registers and supported by GeoGebra, can contribute to the teaching and
learning processes of Changes of Coordinates in Multiple Integrals, in the context of Integral
Calculus. Guided by the general objective, we constructed the following specific objectives: 1)
To analyze the use of Digital Technologies in the teaching of Changes of Coordinates in
Multiple Integrals, in academic productions, focusing on the difficulties reported on the
teaching and learning processes; ii) To analyze difficulties evidenced by students, based on a
diagnostic test, in the change of semiotic representation registers in tasks that involve
Changes of Coordinates in Multiple Integrals; and iii) To analyze knowledge mobilized by
students when solving a sequence of tasks, which uses different representation registers, on
Changes of Coordinates in Multiple Integrals. For the theoretical framework, we refer to
Raymond Duval's Theory of Semiotic Representation Records (TRRS). As a methodological
framework, contributions from Didactic Engineering were used, in which a literature review
and field research were carried out, with a diagnostic test and sequence of tasks applied to
Unimontes students from the 5th to the 8th period of the Mathematics Degree. The results
show that GeoGebra enhances the visualization of integration regions, allowing students to
explore relationships and understand integration limits and coordinate changes. However,
challenges persist, mainly in the conversion between graphic and algebraic records, showing
that pedagogical mediation can help include these tools in the learning process. Comparing
the results of the diagnostic test with the analysis of the tasks performed, an evolution in the
understanding of mathematical concepts was observed, but also the need for more frequent
reviews aimed at the students' previous difficulties. It is concluded that the combination of
TRRS and the use of Digital Technologies can favor learning, allowing a more fluid transition
between the registers of semiotic representations. However, the analyzed data indicate that
overcoming the difficulties related to the conversion between graphic and algebraic registers
requires more structured pedagogical support. In addition, aspects such as the available
technological infrastructure and teacher training for the use of these resources can directly
influence the quality of this approach in teaching Change of Coordinates in Multiple Integrals.

Keywords: Change of Coordinates in Multiple Integrals. Theory of Registers of Semiotic
Representation. Integral Calculus.
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INTRODUCAO

A pesquisa relatada nesta dissertagdo foi idealizada e desenvolvida na Linha de
Pesquisa Educa¢do Matemdtica, do Programa de Pds-Graduacdo em Educagdo (PPGE), da
Universidade Estadual de Montes Claros (Unimontes). As discussdes aqui apresentadas
permeiam o referido campo de conhecimento, evidenciando a Mudanca de Coordenadas em
Integrais Multiplas e utilizando as contribui¢cdes da Teoria dos Registros de Representagdes
Semidticas (TRRS), de Raymond Duval (2009), como referencial tedrico e a Engenharia

Didatica (ED), de Artigue (1996), como referencial metodoldgico.

A pesquisa passou pela anélise e aprovagdo do Comité de Etica e Pesquisa (CEP) da
Unimontes, tendo sido considerada aprovada conforme parecer consubstanciado sob a
indicagdo n°® 6.238.670, de 14 de agosto de 2023, e Certificado de Apresentacdo de
Apreciagio Etica (CAAE) n° 72823723.5.0000.5146, por respeitar os preceitos éticos da
pesquisa envolvendo seres humanos. A aprovagdo pelo CEP, de acordo com o parecer, ¢ de
que a proposta possui mérito e relevancia cientifica, podendo contribuir para o avango do

conhecimento.

Neste capitulo inicial, abordamos os objetivos, a problematica e os pressupostos da
pesquisa. Em seguida, exploramos a motivac¢do pela escolha do tema, seguida pela descri¢ao

da metodologia utilizada e a organizagdo da dissertagao.

Apresentacio da pesquisa

Com o intuito de discutir e compreender os processos de ensino e de aprendizagem do
Célculo Diferencial e Integral, de forma especifica, no que se refere a Mudanga de

Coordenadas, delimitamos como:

Objetivo Geral: Investigar como uma abordagem pedagogica, fundamentada nos
pressupostos dos Registros de Representagdo Semiotica e apoiada pelo GeoGebra, pode
contribuir para os processos de ensino e de aprendizagem de Mudancgas de Coordenadas em
Integrais Multiplas, no contexto do Calculo Integral. Tal objetivo, foi desmembrado nos

seguintes:

Objetivos Especificos: (i) Analisar o emprego de Tecnologias Digitais no ensino de



Mudancgas de Coordenadas em Integrais Multiplas, em producdes académicas, com foco nas
dificuldades relatadas sobre os processos de ensino e de aprendizagem; (ii) Analisar
dificuldades evidenciadas por estudantes, a partir de um teste diagndstico, na mudanga de
registros de representacdo semiotica em tarefas que envolvem Mudanca de Coordenadas em
Integrais Multiplas; e (iii) Analisar conhecimentos mobilizados por estudantes ao resolver
uma sequéncia de tarefas, que utilizam diferentes registros de representagdes, sobre Mudanga

de Coordenadas em Integrais Multiplas.

Aproximaciao com o Tema

A escolha do tema de pesquisa surgiu quando eu' estava cursando a Licenciatura em
Matematica na Unimontes, entre os anos de 2018 e 2022, quando fui despertado para o
potencial da area de conhecimento da Educacdo Matematica. Esta area ndo apenas oferece
oportunidades para a experimentacdo de estratégias criativas e inovadoras nos processos de
ensino e de aprendizagem, mas também desempenha um papel crucial no desenvolvimento de
habilidades do século XXI, como o pensamento critico, a resolu¢do de problemas, o uso de
Tecnologias Digitais. A Educacdo Matematica permite integrar diferentes campos do saber,
promovendo uma abordagem interdisciplinar que torna o aprendizado mais relevante e

significativo para os estudantes.

Além disso, meu interesse pelo Calculo Diferencial e Integral também se intensificou,
sobretudo no que diz respeito ao Célculo de Funcdes Reais de Varias Variaveis, considerando
que nele hé propriedades, relagdes e procedimentos para resolver problemas complexos em
diversas areas do conhecimento, como a Fisica, a Engenharia e a Economia. A escolha do
tema de Mudanga de Coordenadas em Integrais Multiplas, dentro do Célculo, se justifica pela
sua relevancia na resolugdo de problemas praticos nessas areas. A técnica de Mudanga de
Coordenadas permite simplificar expressdes, tornando os calculos mais acessiveis para suas
resolugdes. Sem essa técnica, a resolugdo de um problema pode exigir manipulagdes
algébricas complexas ou a manipulacio de integrais que, na forma original, sao

excessivamente complexas. Por exemplo, ao lidar com simetrias circulares ou esféricas,

! Nesta se¢do, é importante ressaltar que utilizarei a primeira pessoa do singular. Estas linhas refletem
experiéncias pessoais que despertaram meu interesse em estudar o tema apresentado.
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trabalhar diretamente em coordenadas cartesianas pode resultar em equagdes com dificil
resolugdo. No entanto, ao mudar para coordenadas polares ou esféricas, essas mesmas
equagoes podem se tornar mais simples, expondo padrdes e solucdes que estavam ocultos na
representacao inicial. Assim, compreender ¢ dominar essa técnica ¢ importante para qualquer
estudante ou profissional que deseja explorar o emprego do Célculo em situagdes concretas e

multidisciplinares.

No decorrer da Licenciatura, tive a oportunidade de conhecer o aplicativo GeoGebra e
perceber o quanto ele pode ser 1til para o ensino dos mais diversos contetidos matematicos.
Ao pesquisar sobre o seu uso no ensino do Célculo, encontrei trabalhos que apresentam sua
potencialidade, como pode ser observado nos trabalhos de Bezerra (2015), Cometti (2018) e
Ferreira (2021). Esses estudos evidenciam que o GeoGebra proporciona uma abordagem
visual e interativa para o ensino e a aprendizagem do Calculo, permitindo que os estudantes

manipulem graficos, explorem funcdes e visualizem relagcdes com diferentes varidveis.

Para além da minha graduacdo, a continuidade dos meus estudos na area de Educagao
Matematica se deu com a minha inser¢ao no Mestrado, no qual fui acolhido na linha de
pesquisa Educacdo Matematica. Durante o cumprimento dos créditos, disciplinas como
Didatica e Metodologia de Ensino de Matematica, bem como Tecnologias e Midias Digitais
em Educacdo Matematica foram importantes para estruturar ¢ ampliar minha visdo sobre o
tema. Essas disciplinas me permitiram entender sobre como as Tecnologias Digitais podem
ser integradas ao ensino do Calculo, oferecendo novas possibilidades de ensino e de

aprendizagem que antes ndo eram viaveis em contextos mais tradicionais.

Paralelamente, minha participacdo no Grupo de Pesquisa em Educag¢do Matematica —
GPEMat, vinculado ao Departamento de Ciéncias Exatas da Unimontes, foi essencial para
amadurecer as minhas ideias e delimitar o foco da pesquisa. Nesse ambiente colaborativo, tive
a oportunidade de discutir com outros pesquisadores sobre os desafios e as oportunidades do
ensino de Matematica, especialmente no que tange ao emprego de Tecnologias Digitais, como
0 GeoGebra, e as metodologias de pesquisa que poderiam ser adotadas para a pesquisa. Essas
discussdes me ajudaram a compreender melhor as dificuldades enfrentadas pelos estudantes
no aprendizado de Célculo e como a Sequéncia de Tarefas, aliada a recursos tecnoldgicos e a
TRRS, podem ser uma estratégia para superar essas barreiras. Desse modo, o Mestrado e a

inser¢do no grupo de pesquisa GPEMat ndo s6 ampliaram meu conhecimento, mas também



contribuiram com a escolha pelo tema, permitindo que eu o abordasse com mais propriedade

€ seguranca.

Ao longo da minha trajetéria académica, desde a graduagdo até o Mestrado, ficou
evidente o quanto o ensino de Calculo, particularmente no que se refere ao uso de técnicas
como a Mudanga de Coordenadas em Integrais Multiplas, pode ser desafiador tanto para
estudantes quanto para professores. Apesar do potencial transformador de Tecnologias
Digitais, como o GeoGebra, na visualizagdo e compreensao desses conceitos complexos, ¢
necessario reconhecer os problemas que ainda persistem nos processos de ensino e de
aprendizagem do Calculo. Na préxima se¢do, sdo abordadas as principais dificuldades
enfrentadas por estudantes ao se depararem com esses conteudos, discutindo como essas

dificuldades podem ser mitigadas pela abordagem didéatica com os recursos tecnoldgicos.

Dificuldades no Ensino e na Aprendizagem do Calculo

Pesquisas indicam que disciplinas de Caélculo Diferencial e Integral no Ensino
Superior, particularmente em cursos de Matematica ¢ Engenharia, enfrentam altas taxas de
reprovacao e retengdo. Essas dificuldades podem ser influenciadas por multiplos fatores,
incluindo lacunas na formac¢ao matematica dos estudantes na Educacao Basica, conforme
discutem Rodrigues e Neves (2019); Macédo e Gregor (2020) e desafios relacionados a
abordagem didatica adotada pelos professores no Ensino Superior. A falta de uma base
matematica solida contribui significativamente para o baixo desempenho e, em alguns casos,
leva & evasdo do curso (Rosa et al., 2023). Além disso, habitos e rotinas de estudos
insuficientes dos estudantes para a disciplina sdo identificados como fatores que afetam seus
resultados de aprendizagem (Pessoa, Araujo e Sousa, 2019). Ademais, muitos professores que
assumem essas disciplinas carecem de formagdo especifica em metodologias voltadas para o
ensino de Calculo, o que pode impactar na forma como os conteudos sdo abordados em sala
de aula. Além disso, a auséncia de estratégias pedagogicas que considerem as dificuldades
dos estudantes tornam o aprendizado ainda mais desafiador. Os resultados destes estudos
destacam a necessidade de intervengdes direcionadas e alternativas metodoldgicas para

melhorar o ensino de Calculo e diminuir a retencao de estudantes em instituicoes de Ensino
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Superior.

Nesse contexto, Mota (2021) aborda as dificuldades enfrentadas por estudantes no
ensino de Calculo Diferencial e Integral, destacando que tais desafios transcendem o contexto
brasileiro, refletindo um fenomeno global. Segundo a autora, o Calculo, apesar de sua
relevancia na modelagem e resolugdo de problemas em diversas 4areas, apresenta
complexidades que dificultam a aprendizagem. As dificuldades surgem de diversos fatores,
incluindo a natureza abstrata da disciplina e a predominancia de métodos algébricos que,
muitas vezes, desconsideram a busca por significados. A autora enfatiza que a insuficiéncia na
mobilizagdo de conhecimentos prévios e na capacidade de abstragdo, bem como a auséncia de
abordagens que integrem aspectos graficos e analiticos, contribuem para a elevada taxa de
reprovacao e dificuldades no desenvolvimento de habilidades especificas necessarias para a
compreensdo do Calculo. Mota (2021) ainda discute a importancia de praticas didaticas que
utilizem Tecnologias Digitais para melhorar a formacdo inicial de professores e promover
uma abordagem mais compreensiva e significativa do ensino do Calculo. Isso também havia

sido defendido por Irias et al. (2011, p. 5), em periodo anterior:

Assim, acredita-se que uma possivel solug@o para reduzir as reprovacdes dos alunos
na disciplina de Calculo I seria a utilizagdo pelo professor de uma metodologia
diferenciada afim de que a mesma supra a indisponibilidade dos alunos para se
dedicar integralmente a disciplina.

As disciplinas de Célculo Diferencial e Integral possuem um status de importancia nos
cursos em que estdo inseridas, fornecendo ferramentas necessarias como, por exemplo,
limites, derivadas e integrais que sdo fundamentais para entender o comportamento de
fungdes as quais modelam situacdes e fendmenos da Engenharia, de contextos de Matematica

Aplicada e da propria Matemadtica, que sdo importantes para o bom desempenho do estudante

nas demais disciplinas do curso, conforme ressalta Fonseca (2012, p.43):

E fato que, apesar da reconhecida importancia da disciplina de Calculo nos
curriculos, muitos sdo os problemas com o seu ensino: aulas extremamente
expositivas e formais; apresenta¢do de uma Matematica pronta, levando os alunos a
memorizacdo de formulas; resolu¢do de multiplos exercicios, resultando em um
processo mecanico de aprendizagem; alunos com defasagem na aprendizagem dos
ensinos fundamental e médio, comprometendo a habilidade de abstragdo;
dificuldade de operagdes com o infinito; pouco entendimento do conceito de limite e
de convergéncia.

Alguns estudantes tém mostrado dificuldades nas disciplinas que envolvem o contetdo



do Célculo Diferencial e Integral, especialmente pela falta de visualizacdo, o que dificulta a
formacgao dos diversos conceitos, sobretudo quanto ao aspecto geométrico. As consideragoes
de Mendes, Pereira e Proenca (2020, p. 22) abordam uma das principais fragilidades das

disciplinas de Célculo:

I: dificuldades quanto a falta de conhecimento sobre o contetido matematico da
educagdo basica pelos licenciandos; II: dificuldades apresentadas pelos licenciandos
em comunicar suas ideias a respeito do conteudo matematico trabalhado; III:
dificuldade no entendimento dos problemas pelos estudantes; e, IV: dificuldades

relativas ao tempo, referentes a realizagdo das atividades pelos licenciandos e ao
desenvolvimento da abordagem de ensino.

A representacdo de uma figura tridimensional no plano ¢ uma tarefa que pode se tornar
desgastante a depender do sélido geométrico em estudo, além de que essa representagdo
dificilmente seria fiel a ponto de o estudante conseguir perceber as relagdes ali existentes, sem
a necessidade de um nivel de abstracdo mais elevado. Compreender e empregar elementos de
Mudanca de Coordenadas em Integrais Triplas ¢ uma tarefa complexa sem a ajuda de um

aplicativo de geometria dinamica.

Uma possibilidade para contornar essa situacdo seria integrar a experimentacdo no
estudo dos conceitos e propriedades relacionadas aos objetos matematicos. Com a
experimentacdo, os estudantes podem explorar tais objetos visualmente e manipular dados
reais ou representagdes graficas para compreender conceitos do Calculo. Essa experimentagao
pode ser incorporada com Tecnologias Digitais, conforme afirmam Borba e Penteado (2010,
p. 37): “conteudos desenvolvidos com a ajuda de sofiwares computacionais, além de trazer a
visualizagdo para o centro da aprendizagem matematica, enfatizam um aspecto fundamental

na proposta pedagdgica da disciplina: a experimentagao”.

Com a rapida evolucao da tecnologia, os aplicativos digitais t€ém se tornado elementos

essenciais no cenario educacional, oferecendo novas perspectivas e oportunidades no processo

2

de aprendizagem. Diante dessa perspectiva, o GeoGebra“ se apresenta como um aplicativo

versatil, capaz de integrar Algebra, Geometria e Célculo, proporcionando uma abordagem

2 0 GeoGebra é um software livre que se caracteriza como um ambiente computacional de geometria dinamica e
algebra. Foi desenvolvido por Markus Hohenwarter. Esta disponivel em www.geogebra.org
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dindmica e interativa, com potencial de colaboragdo, sobretudo, no que diz respeito a
visualizacdo de figuras geométricas para o ensino e aprendizagem de Mudanca de

Coordenadas em Integrais Multiplas.

Segundo Teorias Construtivistas, como proposto por Piaget (1970) e Vygotsky (1978),
a aprendizagem € um processo ativo e construtivo, no qual os estudantes constroem o
conhecimento ao interagir com o ambiente e os recursos disponiveis. Nesse contexto, a
incorporagdo de Tecnologias Digitais no ensino do Calculo proporciona a criagdo de
ambientes de aprendizagem que buscam promover a constru¢ao ativa do conhecimento. A
abordagem dinamica e interativa do GeoGebra alinha-se com essa perspectiva, permitindo

que os estudantes explorem conceitos matematicos de maneira visual e participativa.

A utilizagdo do aplicativo de Geometria Dinamica pode oferecer uma abordagem
diferenciada ao ensino e estudo de graficos resultantes da modelagem de fendmenos
tecnologicos em simulagdes, em comparagdo com a manipulagdo de expressdes e
procedimentos algébricos. Esse aplicativo pode auxiliar na percepcdo da relacdo entre
Algebra e Geometria existente quando na Mudanca de Coordenadas em Integrais Miltiplas,

conforme ¢ destacado por Bezerra (2015).

Quando exploramos os conceitos da Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica
no contexto do GeoGebra, encontramos uma necessidade de utilizar uma diversidade de
representacdes para compreender e manipular um objeto matematico, como as Integrais
Multiplas. A interligag¢do entre esses registros € importante para a compreensao € constru¢ao
do conhecimento relativo as integrais. Nesse sentido, o GeoGebra desempenha um papel
importante, pois facilita a visualizagdo e articulacdo das operacdes semidticas, especialmente

ao trabalhar com representacgdes algébricas e graficas (Cometti, 2018).

A Teoria dos Registros de Representagdes Semidticas (TRRS) busca analisar e
compreender como o conhecimento ¢ construido, dentro de uma abordagem cognitiva, em que
a pessoa interage com diversos elementos presentes no processo educativo (Duval, 2003).
Essa teoria concentra-se na complexidade cognitiva do pensamento humano e nas numerosas
relacdes que as representacdes tém na compreensdo da Matemadtica. Duval (2009) enfatiza que
ha dificuldades no estudo de fendomenos, sem recorrer as nogdes de representacdo. Segundo
ele, as representacdes vao muito além de simples ferramentas de comunicagao,

desempenhando um papel fundamental na constru¢do do entendimento matematico, seja



conceitual, seja na manipulacdo algébrica.

Conforme discutido por Duval (2003), a maior complexidade na aprendizagem da
Matematica reside no fato de que os objetos matematicos ndo possuem existéncia fisica
tangivel. Portanto, o acesso a esses objetos s6 ¢ vidvel com a utilizacdo de sistemas
semidticos. Na Matematica, mais do que em qualquer outra disciplina, a diversidade de

sistemas semioticos ¢ fundamental para a formagao de novos conceitos.

Design Metodologico

A pesquisa utiliza uma abordagem qualitativa que, segundo Minayo (2014), busca
compreender e interpretar fenomenos complexos, muitas vezes envolvendo a subjetividade e a
compreensdo dos significados atribuidos pelos estudantes. Essa abordagem é amplamente
utilizada em estudos educacionais. Ela permite explorar as experiéncias, acompanhar o
desenvolvimento dos estudantes em relagdo ao uso do recurso computacional, bem como
compreender os significados que eles atribuem as Mudangas de Coordenadas e as relagdes

algébricas envolvidas nesse processo.

Para estruturar a investigacdo, adotamos aspectos da Engenharia Didatica de Artigue
(1996) cuja concepcao teve origem no campo da Didatica da Matematica, com influéncia
francesa, nos primeiros anos da década de 1980, com o intuito de enfatizar uma abordagem
especifica no ensino. A Engenharia Didatica adota uma abordagem cuidadosa na organizagao
dos procedimentos metodologicos da pesquisa, abrangendo desde a teoria até a pratica
experimental. Essa habilidade de integrar a pesquisa (aspecto teorico) com a pratica educativa
(aspecto experimental) ¢ destacada como uma das vantagens distintivas dessa metodologia de

investigacao.

Artigue (1996) descreve que nessa forma de trabalho, o papel do

professor/pesquisador ¢

[...] comparavel ao trabalho do engenheiro que, para realizar um projeto, se apoia
nos conhecimentos cientificos do seu dominio, aceita submeter-se a um controle de
tipo cientifico, mas, a0 mesmo tempo, se encontra obrigado a trabalhar sobre
objectos muito mais complexos do que os objectos depurados da ciéncia, e portanto
a estudar de uma forma pratica, com todos os meios ao seu alcance, problemas de
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que a ciéncia ndo quer ou ainda ndo ¢ capaz de se encarregar (p. 193).

Artigue (1996) ressalta, adicionalmente, que a Engenharia Didatica se distingue pela

documentacao dos estudos realizados e pelo método de validacdo adotado. A diferenga entre

as pesquisas que adotam a Engenharia Didatica e outras abordagens experimentais em

ambientes educacionais reside principalmente no modelo de validagao empregado.

De acordo com Artigue (1996), a Engenharia Didatica consiste em quatro fases que

ndo necessariamente seguem uma sequéncia linear. Em certos momentos, ¢ necessario que os

elementos sejam articulados e até mesmo superpostos para uma melhor conducao do

processo. Sao elas:

a) Andlises Prévias: esta fase inicial tem como objetivo entender o contexto do

b)

c)

ensino do conteudo especifico, investigando o ensino tradicional e as dificuldades
enfrentadas pelos estudantes. Artigue enfatiza a importancia de identificar
obstaculos epistemoldgicos e didaticos que podem interferir na aprendizagem dos
estudantes. Durante essa fase, o pesquisador coleta informagdes sobre as praticas
de ensino vigentes e¢ os desafios cognitivos e metodoldgicos associados ao
contetido em questdo. Essa andlise serve como base para desenvolver intervengdes

didaticas mais eficazes;

Concepgdo e da Andlise a Priori: nesta fase, o pesquisador define e elabora as
tarefas que serdo utilizadas, baseando-se nas analises preliminares. Artigue destaca
a importancia de uma analise a priori, em que se antecipa como os estudantes
podem interagir com as tarefas propostas, prevendo suas possiveis reacdes e
dificuldades. A Analise a Priori envolve a identifica¢do das variaveis de comando
que serao manipuladas e a formulagcdo de hipdteses sobre o comportamento dos
estudantes durante o desenvolvimento das tarefas. Essa fase ¢ importante para a
constru¢do de um dispositivo didatico que promova o desenvolvimento do

conhecimento matematico de forma estruturada e intencional;

Experimentacdo. fase referente a implementagdo das tarefas concebidas na fase
anterior. Segundo Artigue, ¢ fundamental observar e registrar como os estudantes
interagem com as tarefas e ajustar o dispositivo didatico conforme necessario.
Durante a experimentacgdo, os estudantes tém contato com situacdes-problema que

exigem o emprego de conceitos matematicos, € o pesquisador coleta dados com



observagoes, gravagoes, registros escritos e outros métodos. Essa fase ¢ dinamica e
pode requerer ajustes continuos para atender as necessidades emergentes dos

estudantes;

d) Analise a Posteriori e Validagdo: apds a experimentacdo, realiza-se a analise a
posteriori, na qual os dados coletados sdo cuidadosamente examinados e
comparados com as previsdes feitas na analise a priori. Artigue enfatiza que essa
fase permite validar ou refutar as hipdteses iniciais, identificar o que funcionou e o
que precisa ser ajustado. A Analise a Posteriori oferece uma compreensao sobre
como as tarefas influenciaram a aprendizagem dos estudantes e fornece subsidios
para futuras intervengdes. Este processo de validagdo ¢ essencial para garantir que
as conclusdes e recomendacdes sejam baseadas em evidéncias concretas e reflitam

as realidades observadas durante a experimentagao.

Com base nesses pressupostos e visando atender as necessidades especificas da
pesquisa, adaptamos as fases propostas por Artigue (1996). Dessa forma, descrevemos as

quatro fases, detalhadas a seguir:

a) Estudo Preliminar: nessa fase foi feito um levantamento bibliografico com o
objetivo de analisar o emprego de Tecnologias Digitais no ensino de Mudangas de
Coordenadas em Integrais Multiplas, em producdes académicas, com foco nas

dificuldades relatadas sobre os processos de ensino e de aprendizagem.

b) Desenho: com base nas dificuldades identificadas na etapa anterior, foi elaborado e
implementado um teste diagndstico, com o intuito de identificar dificuldades ou
reafirmar aquelas indicadas pela literatura na primeira fase, elaboracdo de
sequéncia de tarefas com base no teste diagndstico, indicando os comportamentos

esperados dos estudantes e as intengdes do professor;

c) Implementagdo: realizagdo da sequéncia de tarefas, observagdes das interagdes
entre os estudantes, entre o professor € os estudantes, entre os estudantes e o uso

dos recursos didaticos, além do desenvolvimento de um teste final;

d) Avaliagcdo: realizada mediante comparagdo entre o teste diagnostico e o teste final
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e a analise das respostas da sequéncia de tarefas, além disso foram observados os

comportamentos dos estudantes durante a fase de implementagao.

Com o intuito de alcancarmos o objetivo especifico que constitui o estudo referente ao
Artigo 1, realizamos uma Revisdo Sistematica de Literatura segundo os pressupostos de
Ramos, Faria e Faria (2014), abordando o tema da pesquisa. Nesse processo, empenhamo-nos
na andlise dos trabalhos selecionadas no Catalogo de Teses e Dissertacdes da Coordenagdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), Biblioteca Digital Brasileira de
Teses e Dissertacdes (BDTD) do Instituto Brasileiro de Informagdo em Ciéncia e Tecnologia
(IBICT) e na Scientific Electronic Library Online (Scielo), com o objetivo de consolidar uma

visdo abrangente sobre o tema. Neste artigo, ocorreu a primeira fase, o estudo preliminar.

Partindo do objetivo que norteia o estudo referente ao segundo artigo, descrevemos e
discutimos um teste diagnostico, elaborado de acordo com as dificuldades na aprendizagem
relatadas no primeiro artigo, com o intuito de identificar qual o nivel de aprendizagem dos
estudantes em relacdo ao conteudo. De acordo com os resultados do teste diagnostico foi
elaborada uma sequéncia de tarefas, apresentada no terceiro artigo. Esse artigo corresponde a

segunda fase, desenho.

Ja para o Artigo 3, discutimos a implementa¢do da sequéncia de tarefas produzida
apos o teste diagndstico, comparando seus resultados. Este artigo abrange as ultimas duas
fases, experimenta¢do e avaliacdo. Logo, uma parte da pesquisa envolveu a revisdo
sistematica da literatura e a outra parte envolveu a pesquisa de campo com a participacdo de

estudantes da Unimontes.

Os participantes da pesquisa sao estudantes do 5° ao 8° periodo da Licenciatura em
Matematica da Unimontes, todos envolvidos em atividades inerentes ao projeto de ensino do
Laboratorio de Educacdo Matematica (Labemat). A selecdo dos participantes foi realizada
pela professora-orientadora, que optou por uma amostragem intencional, conforme a
defini¢do de Minayo (2014). Essa técnica consiste em selecionar pessoas que possuem
caracteristicas especificas, neste caso, a conclusdo da disciplina de Célculo Diferencial e
Integral III, que abrange conteudos que sao temas centrais da pesquisa, conforme identificado

em sua ementa®, como integragdo dupla, integragdo tripla e Mudanga de Coordenadas. A

3 Ementa: Integragdo dupla. Integragdo tripla. Mudanga de coordenadas. Integrais de linha. Diferenciais exatas e
independéncia de caminhos. Analise vetorial: teoremas de Green Gauss e Stokes. Disponivel em

https://unimontes.br/wp-content/uploads/2019/1 1/resolucao_cepex150.pdf; consultado em 12 mar. 2024.


https://unimontes.br/wp-content/uploads/2019/11/resolucao_cepex150.pdf

escolha dessa abordagem se justifica pela necessidade de garantir que os participantes

possuissem os pré-requisitos para contribuir com a investigagao.

Estrutura da Dissertacio

A Dissertacdo ¢ escrita em formato multipaper?, com a compilagio de trés artigos
independentes, mas interligados por um objetivo geral comum. O formato inclui um capitulo
de introducdo e outro de consideragdes finais, ambos articulados aos trés artigos. Nossa
escolha se justifica pela dindmica de responder aos objetivos por meio de artigos que, além de
leitura fluida e objetivada aos interessados pela tematica, ja se encontram em formato mais

adequado para a submissao e a publicagdo em periddicos do campo da Educagdo Matematica.

Na Introdugao, abordamos o tema em questao, destacamos o interesse da pesquisa pelo
tema; os objetivos propostos e a metodologia adotada, delineando assim o percurso seguido

para condugdo da pesquisa.

A claboragdo do Quadro 1 objetivou sintetizar a estruturacdo da dissertacdo,
fornecendo uma visdo geral da organizagdo adotada, a qual direciona e orienta as etapas,

objetivos, procedimentos e técnicas delineadas para cada artigo subsequente.

Quadro 1: Organizagdo da Dissertagéo

Artigo 1 Artigo 2 Artigo 3

Investigar como uma abordagem pedagogica, fundamentada nos
pressupostos dos Registros de Representag¢do Semiotica e apoiada pelo
Objetivo Geral GeoGebra, pode contribuir para os processos de ensino e de
aprendizagem de Mudanc¢as de Coordenadas em Integrais Multiplas, no

contexto do Cadlculo Integral

4 “O formato Multipaper refere-se a apresentacio de uma dissertagio ou tese como uma coletinea de artigos
publicaveis, acompanhados, ou nao, de um capitulo introdutério e de consideragdes finais” (Mutti e Kliiber,
2018, p. 3).
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Analisar o emprego de
Tecnologias Digitais no
ensino de Mudancas de
Coordenadas em
Integrais Multiplas, em

Analisar dificuldades
evidenciadas por
estudantes, a partir de
um teste diagnodstico, na

Analisar conhecimentos
mobilizados por
estudantes ao resolver
uma sequéncia de

Objetivos ~ A mudanga de registros de tarefas, que utiliza
. producdes académicas, - e . .
Especificos com foco nas representagao semiotica diferentes registros de
. em tarefas que representacdo, sobre
dificuldades relatadas
envolvem Mudanca de Mudanca de
sobre os processos de
ensino e de Coordenadas em Coordenadas em
. Integrais Multiplas. Integrais Multiplas.
aprendizagem.
Abordagem e Qualitativa ¢ Analise Qualitativa ¢ Estudo de | Qualitativa e Estudo de
Tipo de Pesquisa Documental Caso Caso

Participantes da
Pesquisa

Teses, Dissertacdes e
Artigos Cientificos

Estudantes da
Licenciatura em
Matematica

Estudantes da
Licenciatura em
Matematica

Fonte: Autor (adaptado de Soares, 2020, p. 36)

Nas Consideragdes Finais, s3o retomados os objetivos estabelecidos; abordamos as
questdes problematicas e apresentamos os resultados obtidos, destacando as contribuigdes e

abordagens que a pesquisa realizada pode oferecer para o campo da Educacao Matematica.
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ARTIGO 1

Dificuldades nos processos de ensino e de aprendizagem de
Mudancas de Coordenadas: uma analise no contexto do Calculo
Integral

Difficulties in the teaching and learning processes of Coordinate Changes:
an analysis in the context of Integral Calculus

Resumo: O estudo teve como eixo de discussao as dificuldades enfrentadas por professores e
estudantes no ensino e na aprendizagem de Mudancas de Coordenadas para integragdo dupla e
tripla. Com abordagem qualitativa, realizou-se uma revisdo sistematica da literatura a partir de
selecdo de teses, dissertagdes e artigos sobre o tema. Onze produgdes académicas chegaram a
fase final da selecdo, tendo em vista o objetivo geral de analisar o emprego de tecnologias
digitais no ensino de mudancas de coordenadas em Integrais Multiplas, em produgoes
académicas com foco nas dificuldades relatadas sobre os processos de ensino e de
aprendizagem. Com a andlise, foram identificadas dificuldades comuns na aprendizagem do
Célculo Integral, quanto a visualizacdo na constru¢do das figuras e graficos e compreensdo
dos processos de integragdo. Verificou-se a falta de tarefas contextualizados nos processos de
ensino. Os estudos indicam que ferramentas digitais como o GeoGebra ajudaram a superar
algumas dessas dificuldades, proporcionando melhor visualizagao dos objetos matematicos.

Palavras-chave: Mudanca de Coordenadas. Célculo Integral. Dificuldades no Ensino do
Calculo. Revisao de Literatura.

Abstract: The study focused on the difficulties faced by teachers and students in teaching and
learning Coordinate Changes for double and triple integration. Using a qualitative approach, a
systematic literature review was conducted based on a selection of theses, dissertations and
articles on the subject. Eleven academic productions reached the final stage of the selection,
with the general objective of analyzing the use of digital technologies in teaching coordinate
changes in Multiple Integrals, in academic productions focusing on the difficulties reported in
the teaching and learning processes. Through the analysis, common difficulties in learning
Integral Calculus were identified, regarding visualization in the construction of figures and
graphs and understanding of the integration processes. A lack of contextualized tasks in the
teaching processes was verified. Studies indicate that digital tools such as GeoGebra helped to
overcome some of these difficulties, providing better visualization of mathematical objects.

Keywords: Change of Coordinates. Integral Calculus. Difficulties in Teaching Calculus.
Literature Review.

1.1 Introducao
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O Calculo Diferencial e Integral ¢ uma disciplina central no Ensino Superior,
relacionada as Ciéncias Exatas, desempenhando um importante papel em diversas areas do
conhecimento, como Fisica, Economia, Engenharia, Medicina ¢ Computacdo, entre outras.
Esse campo da Matematica ¢ uma ferramenta essencial para a resolucao de problemas que
foram modelados matematicamente ao longo da histéria, como o calculo da medida da area de
superficies, exemplificado pelo Papiro Egipcio de Moscou. Com o passar do tempo, o Célculo
foi refinado e ampliado por novas ideias e pelo aperfeicoamento do trabalho desenvolvido por
matematicos de geragdes anteriores, consolidando-se como uma disciplina indispensavel para
o emprego da Matematica em problemas complexos e multidisciplinares (Sypnievski e

Schubring, 2023).

Diante da importancia do Calculo Diferencial e Integral para o Ensino Superior em
Ciéncias Exatas, torna-se crucial aprofundar o estudo de técnicas especificas que viabilizam a
resolugdo de problemas complexos. Entre essas técnicas, a Mudanca de Coordenadas se
destaca como uma importante ferramenta, especialmente em situagdes que envolvem
simetrias ou geometrias complexas. A capacidade de transformar um sistema de coordenadas
em outro mais adequado ao problema nao s6 simplifica os calculos, mas também revela
aspectos que seriam dificeis de identificar utilizando métodos convencionais. Dessa forma, a
Mudanca de Coordenadas ndao ¢ s6 um recurso técnico, mas uma estratégia conceitual que
potencializa o entendimento e o emprego do Célculo Integral em diversos campos do

conhecimento.

Essas ferramentas sdo fundamentais em disciplinas como Fisica e Engenharia, em que
o Calculo Integral ¢ utilizado para determinar grandezas como trabalho, energia e volumes, e
a técnica de mudangas de coordenadas facilita a resolucdo de problemas em sistemas com
simetrias especificas. No entanto, a complexidade desses topicos, que envolve a abstragdo de
conceitos como a visualizagdo dos processos de integragdo e o emprego das mudangas de
coordenadas em diferentes contextos apresentam desafios significativos tanto para estudantes

quanto para professores (Malacarne et al., 2023).

Muitos estudantes se esforcam para compreender esses conceitos, como a transi¢ao
entre diferentes sistemas de coordenadas — polares, cilindricas, esféricas — e o emprego
desses sistemas na resolugdo de problemas de Engenharia e Fisica. A dificuldade em

visualizar e empregar esses processos ¢ exacerbada pela falta de recursos educacionais que



promovam um entendimento contextualizado (Oliveira et al., 2020). Recursos como
simulagdes interativas, modelos tridimensionais e exemplos praticos que conectam a teoria a
pratica poderiam auxiliar nesse processo, mas sdo frequentemente subutilizados ou

inexistentes em muitas salas de aula.

Nos ultimos anos, o uso de tecnologias digitais no ensino tem sido considerado como
uma estratégia promissora para enfrentar alguns desses desafios. Aplicativos como o
GeoGebra oferecem oportunidades para visualizagao espacial, de forma interativa, permitindo
que os estudantes explorem visualmente a integracao ¢ as mudancas de coordenadas. Essa
exploragdo ocorre por meio da manipulagdo dindmica de graficos, da alteragdo de sistemas de
referéncia e da observagdo das transformagdes geométricas que acompanham a mudanca de
coordenadas. Por exemplo, ao manipular graficos e superficies em um ambiente digital, os
estudantes podem observar como diferentes sistemas de coordenadas afetam a solugao de um

problema, o que potencialmente facilita a compreensao e aplicagdo dos conceitos.

Porém, hd uma caréncia de pesquisas que investiguem o impacto dessas tecnologias no
ensino de mudancas de coordenadas em Integrais Multiplas. O estudo aqui apresentado busca
preencher parte dessa lacuna ao analisar o emprego das tecnologias digitais no ensino do
Célculo Integral, destacando as dificuldades encontradas nos processos de ensino e de
aprendizagem das mudancas de coordenadas nesse contexto. Abordar essas dificuldades ¢
essencial, pois, se ndo forem superadas, podem comprometer o desempenho dos estudantes e
sua preparacdo para desafios profissionais futuros, além de limitar o avango em disciplinas

mais complexas.

No estudo, dado o objetivo de analisar o emprego das tecnologias digitais no ensino
do Cadlculo Integral, destacando as dificuldades relatadas sobre os processos de ensino e de

aprendizagem, conduzimos uma discussao a partir de uma revisao sistematica de literatura.

A revisdo sistematica da literatura ¢ uma técnica de pesquisa que adere a protocolos
especificos, envolvendo uma compreensdao estruturada de um extenso conjunto de
documentos, com o propdsito de avaliar a eficidcia ou ineficacia de abordagens em um

contexto particular (Galvao e Ricarte, 2019). Nesse contexto, o conjunto de documentos
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utilizados para o estudo consistiu em onze produgdes, incluindo teses, dissertagdes e artigos
cientificos, que forneceram a base para a analise acerca do uso de tecnologias digitais no

ensino do Célculo Integral.

Na proxima sec¢ao, sao delineados os métodos empregados, abrangendo a listagem das
producdes académicas escolhidas. Em seguida, seguem as analises e discussdes em relagdo ao

corpus da pesquisa e, por fim, as consideragdes finais do artigo.

1.2 Metodologia

Para estruturar a investigagdo, incorporamos elementos da Engenharia Didatica,
conforme descrito por Artigue (1996). Essa metodologia se destaca pela abordagem
meticulosa na organizagdo dos procedimentos metodologicos da pesquisa, cobrindo desde os
fundamentos tedricos até as praticas experimentais. A capacidade de unir a pesquisa tedrica
com a pratica educativa experimental ¢ uma das vantagens marcantes dessa metodologia de

investigagao.

De acordo com Artigue (1996), a Engenharia Didatica consiste em quatro fases que
ndo necessariamente seguem uma sequéncia linear. Em certos momentos, ¢ necessario que
esses elementos sejam articulados e até mesmo sobrepostos para aperfeigoar a condugdo do
processo pedagdgico. A fase inicial de andlise, denominada andlise preliminar, tem como
objetivo compreender o contexto educacional, identificando os obstaculos que dificultam a
aprendizagem. Com base nessa analise, durante a fase de concepgdo e andlise a priori, sdo
elaboradas tarefas, prevendo possiveis reagdes e dificuldades dos estudantes. Na fase de
experimentacdo sdo implementadas essas tarefas, ajustando-as conforme a interagdo dos
estudantes. Finalmente, na anélise a posteriori, os dados produzidos sdo comparados com as
previsdes iniciais, permitindo validar ou ajustar hipoteses e fornecendo contribuigdes para

futuras intervencgoes.

Neste artigo, em particular, abordamos exclusivamente a primeira fase que, segundo
Machado (1999), envolve uma avaliacio do arcabougo tedrico geral da didatica e dos
conhecimentos prévios ja estabelecidos, bem como outras investigagdes preliminares. Durante
essa etapa, examinamos o uso de tecnologias digitais no ensino de mudancgas de coordenadas
em Integrais Multiplas por meio de um levantamento bibliografico. O intuito foi investigar as
producdes académicas que abordam essa tematica, destacando as dificuldades mais comuns

encontradas tanto por professores quanto por estudantes nos processos de ensino e de



aprendizagem. Esse levantamento proporcionou uma visdo detalhada dos desafios associados
a integracdo dessas tecnologias no ambiente educacional, além de evidenciar as areas em que
essas ferramentas podem ser mais eficazes para facilitar a compreensao dos conceitos

matematicos envolvidos.

Para tanto, realizamos uma revisao sistematica da literatura sobre o ensino do Calculo
Integral com o auxilio de tecnologias digitais. Ramos, Faria e Faria (2014, p. 19-20)
enfatizam que essa revisdo ¢ uma técnica valiosa na area da educagao e sugerem seu emprego
na Educagdo, assim como em outras areas do conhecimento. Seguindo essa orientagao,
confirmamos a afirmacdo dos autores citados de que “deveremos, [...], definir critérios,
métodos precisos e sistemadticos, por forma a identificar as fontes bibliograficas com o

maximo rigor, grau de eficiéncia e confianga no nosso trabalho”.

Ramos, Faria e Faria (2014) apresentam oito etapas para construcdo da revisao
sistematica. Para a pesquisa aqui apresentada, subsidiados pelas etapas desses pesquisadores,
adaptamos para quatro etapas essenciais: 1) elaboracdo de um protocolo de busca que se
alinhasse aos objetivos e ao problema de pesquisa; 2) realizagdo da busca nas fontes
selecionadas; 3) triagem dos materiais encontrados; 4) anélise e discussdo do corpus final da

pesquisa.

Para a selecdo do corpus da pesquisa, desenvolvemos um protocolo de busca que
incluiu informagdes como o objetivo da revisdo, a pergunta de pesquisa, critérios
cronoldgicos, a base de dados utilizada e a combinagdo de descritores (palavras-chave)
utilizados na busca. Os descritores utilizados foram Cdlculo Integral, Integrais Multiplas e
Integral Definida. No protocolo, detalhamos os critérios de inclusao e exclusdo empregados
na busca. Ressaltamos que seguimos a abordagem recomendada por Ramos, Faria e Faria

(2014, p. 23), registrando todas as etapas do processo de pesquisa.

A pesquisa foi conduzida de maneira transparente e objetiva, fornecendo uma
descri¢cdo detalhada do processo de busca e selecdo de cada trabalho. Apds selecionarmos as
produgdes académicas com os descritores mencionados, realizamos uma triagem em quatro

etapas: andlise do titulo, palavras-chave, resumo e, finalmente, leitura completa do trabalho.
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Para escolher as teses e dissertagdes, utilizamos o Catdlogo de Teses e Dissertagdes da
CAPES ¢ a BDTD como fonte de pesquisa. Na escolha dos artigos cientificos, conduzimos
uma pesquisa no portal da Scielo — Scientific Electronic Library Online’. Durante essa
sele¢do, configuramos os critérios de data de publicagdo para abranger o periodo de 2018 a

2022, visando encontrar pesquisas recentes. O Quadro 1 apresenta o protocola de busca.

Quadro 1: Protocolo de Busca

Analisar o emprego de Tecnologias Digitais no ensino de Mudancas de
Objetivo da revisao Coordenadas em Integrais Multiplas, em produgdes académicas, com foco
nas dificuldades relatadas sobre os processos de ensino e de aprendizagem

Como as Tecnologias Digitais t€ém sido empregadas no ensino do Calculo
Integral, e quais desafios e dificuldades sdo evidenciados na aprendizagem
das Mudancas de Coordenadas, segundo a revisdo sistematica de
literatura?

Questiao norteadora

Parametro cronologico 2018 2 2022

Integrais Multiplas;

Descritores (palavras- Calculo Tntegral;

chave)
Integral Definida.
Produg¢des académicas no idioma portugués;
Produgdes académicas publicadas dentro dos parametros cronoldgicos;
Critérios de inclusio Produc¢des académicas que abordem o uso de Tecnologias Digitais no

ensino do Calculo Integral.

Produg¢des académicas que tiveram o ensino superior como objeto de
estudo.

Produgdes académicas em outro idioma;

Produgdes académicas publicadas em anos diferentes dos parametros
cronologicos;

Critérios de exclusdo | producdes académicas que ndo abordem o uso de Tecnologias Digitais no
ensino do Calculo Integral.

Produgdes académicas que ndo tiveram o ensino superior como objeto de
estudo.

Fonte: Elaboragio do autor (2023)

Apos a criagdo do protocolo de pesquisa, avancamos para a proxima etapa do estudo,
que envolveu a inclusdo dos descritores no mecanismo de busca on-line. Posteriormente,

procedemos a avaliagdo e a selecdo das produgdes académicas encontradas. A seguir,

3 Biblioteca eletrdnica cientifica de acesso aberto que disponibiliza publicagdes de periddicos cientificos
https://www.scielo.br/




apresentamos um esquema, na Figura 1, que fornece um panorama das conclusdes obtidas em

cada fase da triagem das produgdes académicas.

Esquema 1: Etapa do processo de busca e selegéo

- - - 4* Triagem pela
Resultado 1* Triagem 2* Triagem por 3* Triagem
leitura do trabalho
encontrado - por titulo = palavras-chave = por resumo =
completo
38 dissertagoes 12 dissertacdes 11 dissertacoes 7 dissertacdes 7 dissertacdes
23 teses 3 teses 2 teses 2 teses 2 teses
31 artigos 8 artigos 6 artigos 2 artigos 2 artigos

Fonte: Elaboragio do autor (2023)

Com base nas produgdes académicas identificadas pela pesquisa, conforme detalhado
na Figura 1, foi desenvolvido o Quadro 2, que representa o corpus final das produgdes
escolhidas. O quadro foi organizado em cronologia ascendente, ordenando a partir do ano de
publicacdo, seguido por titulo, autores e a instituicdo a qual o trabalho esta afiliado. O tipo de

cada producao foi assim codificado: A (artigo), D (dissertacdo) e T (tese).

Quadro 2: Corpus final das Teses e Dissertacdes

Ano de . , Instituicao ou
Publicacio LI LLiCtD A0S Periodico
Sala de Aula Invertida: a analise Elisangela
2017 A de uma experiéncia na disciplina Pavanelo Bolema
de Calculo I Renan Lima

Discutindo o ensino de Integrais

Multiplas no Calculo de Varias Marcio o

. e g Universidade Federal
2018 D Variaveis: contribui¢des do Anto6nio de Ouro Preto

GeoGebra 3D para a Cometti

aprendizagem
Pontificia
2018 D Utilizagao do software Maple para Silvimar Universidade
o calculo de areas e volumes Fabio Ferreira | Catolica de Minas
Gerais

2018 T O jogo das operagdes semidticas Lucia Universidade Federal

na aprendizagem da Integral
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Definida no calculo de area Menoncini de Santa Catarina
Atividades para estudo de Rodrigo Universidade
2019 Integrais em um ambiente de Tavares da Tecnoldgica Federal
ensino hibrido Silva do Parana
A utilizagdao do GeoGebra no F\rlz(li(s;?sn Universidade Federal
2019 estudo dos conceitos de limite, . do Vale do Sao
. . . Coutinho da )
derivada e integral definida. Francisco
Rocha
O uso do GeoGebra no calculo de Francisco
area: um produto educacional no . Universidade Federal
2020 , . Djalma da .
calculo de area do Lago Azul de . do Tocantins
, Silva Paulo
Araguaina-TO
Expandindo telas e contando
experiéncias em educagdo
matematica com o Victor Universidade Federal
2021 GeoGebra: da sensibilidade do Ferreira de Mato Grosso do
toque a producdo de conceitos de Ragoni Sul
Integrais Multiplas com o
smartphone
Gestdo de tarefas e
desenvolvimento de crivos de . . .
superficies utilizando o software Carghna Universidade
2021 Ribeiro de Estadual de Santa
Maple: uma proposta para o Almeida Cruz
estudo de Calculo de Integrais
Multiplas no ensino superior
Um estudo ontossemidtico sobre o
. s e Pontificia
os conhecimentos didatico- . . . .
L o Janine Freitas Universidade
2021 matematicos de aplicagdes da o ~
: Mota Catdlica de Sao
Integral Definida com estudantes
. Paulo
de Matematica
Utilizagdo do aplicativo “Waze” Leila . o
2021 no célculo de distancia através da Thomazelli Re]gfrllsstizrll?zlaesi:lfslirgade
integral definida Thieghi
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Fonte: Elaboragdo do autor (2023)

Ao encerrar essa etapa, para compor o corpus da pesquisa, selecionamos sete
dissertacdes, duas teses e dois artigos. A discussdo dos processos de ensino e de
aprendizagem do Calculo Integral evoluiu nessas producdes ao longo dos anos, com foco
crescente em inovagdes pedagogicas e tecnologicas para facilitar a compreensao de conceitos

e aplicacodes dos processos de integragao.

Na proxima secdo, apresentamos as contribui¢des de cada obra para a pesquisa, assim



como os aspectos destacados pelos autores.

1.3 Analise

Foram desenvolvidas categorias de andlise para esta revisao sistematica de literatura

que incluem:

e tecnologias digitais: Explorando o papel de ferramentas tecnologicas no ensino de
Calculo Integral, com base na frequéncia e diversidade do uso de tecnologias

mencionadas nas produ¢des académicas selecionadas;

e teorias ¢ metodologias de ensino: Andlise das abordagens tedrico-metodologicas
adotadas, como Engenharia Didatica e EOS, desenvolvidas a partir das sequéncias

didaticas e métodos descritos;

e desafios e dificuldades: Identificagdo dos principais obstaculos enfrentados por

estudantes, baseados nas dificuldades relatadas nas produgdes, com destaque para:

v' dificuldades cognitivas e didaticas: Os estudantes enfrentam dificuldades na
transicdo para o pensamento algébrico, compreensao da Integral Definida e

visualizacdo de problemas tridimensionais;

v’ falta de pré-requisitos: A falta de fundamentos matematicos basicos, sendo um
obstaculo significativo, o que leva a necessidade de revisitar conceitos

fundamentais nas aulas de calculo;

e resultados de aprendizagem: avaliagdo dos impactos das abordagens pedagogicas no
desenvolvimento das competéncias dos estudantes, derivada das evidéncias de

melhoria relatadas nas pesquisas.

Com base nas categorias de andlise desenvolvidas, podemos aprofundar nossa
discussdo sobre cada uma delas. Inicialmente, focaremos na integracdo das tecnologias
digitais no ensino do Calculo Integral, explorando como ferramentas, como o GeoGebra e o
Maple, tém sido utilizadas para aprimorar a visualizagdo e compreensdo de conceitos
fundamentais, bem como os pardmetros da resolucdo dos processos de calculos. Na

sequéncia, discutiremos a relevancia desses aplicativos, conforme destacado nas producdes
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académicas selecionadas, e como elas contribuem para superar desafios nos processos de

ensino e de aprendizagem.

1.3.1 Tecnologias Digitais

A evolucao notavel nas produgdes académicas selecionadas ¢ a integracao de
tecnologias digitais, como o GeoGebra e o0 Maple, no ensino do Calculo Integral. O GeoGebra
¢ amplamente utilizado para ajudar os estudantes a visualizar e interagir com conceitos €
calculos de limites, derivadas e integrais definidas, enquanto o Maple ¢ empregado em
calculos mais complexos, como medidas de areas e volumes. Esses aplicativos facilitam uma
aprendizagem interativa, promovendo a compreensdao dos conceitos matematicos. Autores
como Cometti (2018), Ragoni (2021), Ferreira (2018) e Thieghi (2021) destacam como essas
ferramentas digitais podem ajudar na compreensdo de conceitos, com o auxilio da

visualizacdo, facilitando a compreensao de Integrais Multiplas e calculo de medida de areas.

Os trabalhos de Cometti (2018) e Ragoni (2021) destacam a importancia do
GeoGebra, em sua versao 3D, no ensino de Calculo. Cometti (2018) informa que a utilizagdo
do GeoGebra 3D no ensino de Integrais Multiplas possibilita maior interagdo do estudante
com o conteudo, permitindo melhor visualizagcdo das superficies envolvidas. Esse tipo de
abordagem ¢ fundamental, especialmente em topicos mais abstratos do Célculo, em que a
representacdo visual pode auxiliar significativamente na compreensdo dos conceitos e

parametros de calculos.

No entanto, esses autores também apresentam desafios importantes. Ragoni (2021),
por exemplo, ressalta que a resisténcia dos professores em adotar novas tecnologias, muitas
vezes, estd associada a falta de familiaridade e a auséncia de uma formacao especifica para o
uso dessas ferramentas. Essa observagdo evidencia a necessidade de uma formagao
continuada dos professores para que possam integrar essas tecnologias de maneira eficaz em

suas praticas de ensino.

Thieghi (2021) explora o uso do aplicativo Waze para o calculo de distancias por meio
de integrais definidas. Esse trabalho mostra como tecnologias que ndo sdo originalmente
desenvolvidas para o ensino podem ser adaptadas para esses fins. O pesquisador afirma que,
ao utilizar o Waze, os estudantes conseguem perceber a aplicagdo das integrais definidas,
tornando o aprendizado mais significativo. Contudo, ele também aponta para os desafios de

implementa¢do, como a necessidade de adaptar o curriculo e a resisténcia de parte dos



professores em alterar suas metodologias de ensino.

Ferreira (2018) e Almeida (2021) discutem a aplicagdo de softwares como Maple, que
podem ajudar a simplificar calculos complexos e permitir que os estudantes se concentrem na
compreensdo conceitual. Ferreira (2018) declara que, apesar dos beneficios evidentes do uso
do Maple para o ensino de Calculo, a falta de infraestrutura adequada nas escolas e
universidades representa um obstaculo. Almeida (2021), por sua vez, argumenta que a adogao
de softwares matematicos deve ser acompanhada por um planejamento pedagogico que
considere as limitagdes e o potencial desses recursos, para evitar que o ensino se torne

excessivamente dependente da tecnologia em detrimento da compreensao conceitual.

As ferramentas tecnologicas, como GeoGebra, Maple e outros aplicativos interativos,
tém o potencial de ressignificar o ensino do Célculo. No entanto, a implementacdo dessas
ferramentas depende de fatores como a formacdo adequada dos professores, a integragdo
coerente dessas tecnologias no curriculo, o acesso dos estudantes a recursos tecnoldgicos e a
disposi¢do para adotar novas abordagens pedagdgicas que favorecam a interagdo e a

experimentagao.

Por um lado, h4 a necessidade de garantir que os professores estejam capacitados para
utilizar essas ferramentas de forma eficaz. Isso inclui ndo apenas a formagao técnica, mas
também uma compreensdo pedagogica de como essas tecnologias podem ser integradas de
maneira a potencializar o aprendizado. Por outro lado, o acesso desigual a essas tecnologias ¢
um desafio significativo. Ragoni (2021) atesta que a disparidade no acesso a recursos
tecnologicos entre diferentes escolas e regides pode exacerbar as desigualdades educacionais.
Em muitas instituigdes, especialmente em areas menos favorecidas, a falta de equipamentos
adequados e de suporte técnico limita o uso de tecnologias no ensino de Célculo. Isso ndo
apenas impede os estudantes de acessar uma educa¢do de qualidade, mas também pode
desmotiva-los, uma vez que ndo veem como 0s conceitos matematicos se aplicam em

contextos praticos, um entendimento que as ferramentas tecnoldgicas podem facilitar.

Outra questdo relevante ¢ a maneira como os estudantes interagem com as tecnologias.

Cometti (2018) destaca que o uso de tecnologias, como o GeoGebra, precisa ser mediado de
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forma a promover a formagdo de conceitos, € ndo apenas o uso superficial das ferramentas.
Isso significa que os professores precisam orientar os estudantes na exploracdo das
tecnologias, ajudando-os a conectar as representacdes visuais com 0s conceitos teoricos
subjacentes. Sem essa mediacdo, ha o risco de os estudantes utilizarem as tecnologias
computacionais de forma mecénica, sem desenvolver uma verdadeira compreensdo dos

conceitos de Calculo.

Em um estudo de caso, Almeida (2021) relata que, em uma turma em que o Maple foi
utilizado de forma intensiva, os estudantes que receberam acompanhamento continuo dos
professores apresentaram uma compreensdo significativamente maior dos conceitos em
comparagdo com aqueles que usaram o software de maneira independente. Isso ressalta a

importancia do papel do professor na integracdo das tecnologias no ensino.

Além disso, a implementacdo eficaz de tecnologias no ensino de Calculo requer uma
abordagem pedagogica flexivel. Ragoni (2021) sugere que, em vez de substituir
completamente os métodos tradicionais, as tecnologias podem ser usadas como
complementares que potencializam os processos de ensino e de aprendizagem. Essa
abordagem hibrida permite que os professores aproveitem as vantagens das tecnologias sem
abandonar as estratégias pedagogicas anteriormente adotadas. Assim, enquanto as tecnologias
digitais oferecem oportunidades para melhorar o ensino do Calculo, sua implementagdo bem-
sucedida depende de uma série de fatores, incluindo a capacitacdo dos professores, o acesso
adequado a recursos e a integragdo inteligente dessas ferramentas no curriculo. As condig¢des
de trabalho, infraestrutura fisica e tecnoldgica da instituicao sdo essenciais para garantir que
as tecnologias nao apenas facilitem o ensino, mas também contribuam para uma compreensao

mais profunda e duradoura dos conceitos matematicos por parte dos estudantes.

A seguir, exploraremos o que as producgdes académicas revelam acerca das teorias e
metodologias que, quando integradas ao uso de tecnologias, podem transformar a experiéncia

de aprendizagem dos conceitos e métodos de calculo.

1.3.2 Teorias e Metodologias de Ensino

O ensino de Calculo, tradicionalmente, tem sido orientado por estratégias
metodologicas, nas quais a transmissdo de contetido pelo professor ¢ central, e a memorizagao
de procedimentos pelos estudantes ocupa um papel significativo. Cometti (2018) critica essa

abordagem, afirmando que ela promove uma énfase excessiva na resolugdo de exercicios



mecanicos, frequentemente resultando em uma compreensdo superficial dos conceitos
matematicos. Ferreira (2018) complementa essa perspectiva ao argumentar que, apesar de
eficazes no desenvolvimento de habilidades operacionais, esses métodos falham por nao
proporcionar um entendimento critico, essencial para a aplicagdo do conhecimento em

situacdes novas e complexas.

Silva (2019) e Rocha (2019) ampliam essa discussdao ao abordar as limitagdes dos
métodos tradicionais, particularmente no desenvolvimento de habilidades de visualizagao e
interpretagdo grafica — aspectos determinantes no aprendizado do Caélculo. Esses autores
sustentam que a mera transmissdo de conhecimento ndo garante que os estudantes consigam
aplicar conceitos matematicos em contextos variados, especialmente em problemas que
envolvem a interpretacdo de graficos ou a visualizacdo de formas tridimensionais.
Fundamentado nessas criticas, Cometti (2018) sugere a integracdo de sequéncias didaticas
como uma alternativa promissora. Essas sequéncias, quando planejadas e implementadas de
forma cuidadosa, permitem que os estudantes construam conhecimento de maneira

progressiva, facilitando a transi¢do entre diferentes niveis de complexidade conceitual.

Em seu estudo, Ferreira (2018) defende a introducdo de sequéncias didaticas centradas
em problemas contextualizados como uma estratégia para motivar os estudantes e conectar o
aprendizado teoérico a aplicagdes. Ao observar como os conceitos de Calculo se aplicam em
contextos concretos, os estudantes tendem a desenvolver uma compreensao desses conceitos.
Nessa perspectiva, Silva (2019) e Rocha (2019) sugerem que a integracdo de sequéncias
didaticas com abordagens, como a Engenharia Diddtica e a Teoria dos Registros de
Representagdes Semidticas (TRRS), pode transformar a experiéncia de aprendizagem. A
Engenharia Didatica, especificamente, € vista como uma abordagem sistematica para o design
e implementacdo de sequéncias de ensino e objetos de aprendizagem que consideram tanto o
contetdo matematico quanto as dificuldades cognitivas dos estudantes. Em seu estudo
ontossemiotico, Mota (2021) investiga os conhecimentos didatico-matematicos de aplicagdes
da Integral Definida com estudantes de Matematica. O EOS ¢ uma teoria que analisa os
processos de ensino e de aprendizagem a partir de distintas facetas, como a epistémica,

cognitiva, afetiva, interacional, mediacional e ecologica. Essa abordagem oferece um marco
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teorico para compreender como o conhecimento matematico ¢ construido e transmitido em

contextos educacionais.

A combinagdo dessas abordagens, como discutido por Menoncini (2018), pode
enriquecer significativamente os processos de ensino e de aprendizagem. Ele sugere que, ao
permitir que os estudantes transitem entre representagdes graficas, algébricas e numéricas,
essas metodologias promovem uma compreensao mais integrada e robusta dos conceitos de
Calculo. Pavanelo e Lima (2017) e Thieghi (2021), ao analisarem o impacto das metodologias
ativas no ensino de Cilculo, enfatizam que a implementacdo de sequéncias didaticas
inovadoras ndo sé facilita a compreensdo dos conceitos matematicos, mas também o
desenvolvimento de habilidades criticas e analiticas, essenciais para a aprendizagem em areas

avancadas da Matematica e na mobiliza¢ao dos conhecimentos em situagoes diversas.

A introdugdo dessas abordagens tedrico-metodologicas, como a Engenharia Didatica e
o EOS, representa uma mudanca de paradigma no ensino de Calculo. Cometti (2018) e
Ferreira (2018) concluem que essas abordagens nao apenas melhoram a compreensdo dos
conceitos, mas também tornam o aprendizado mais relevante ¢ motivador, conectando o
conhecimento tedrico com sua aplicacdo e ajudando os estudantes a enxergar a utilidade dos

conceitos matematicos em contextos reais.

Embora as abordagens tedrico-metodoldgicas oferecam estratégias para potencializar o
ensino de Calculo, sua implementacdo deve levar em conta as dificuldades cognitivas e
didaticas que frequentemente surgem. Assim, partimos para a andlise das principais
dificuldades, elencadas nas produgdes académicas selecionadas, enfrentadas no processo de
aprendizagem do Célculo, e como as abordagens pedagogicas discutidas anteriormente podem

ser ajustadas para supera-las.

1.3.3 Dificuldades Cognitivas e Didaticas

O ensino de Célculo apresenta desafios significativos tanto para estudantes quanto
para professores, especialmente no que se refere as dificuldades cognitivas e didaticas.
Cometti (2018) discute como a transicao para o pensamento algébrico ¢ um dos principais
obstaculos enfrentados pelos estudantes. Ele declara que muitos chegam ao Ensino Superior
com uma compreensdo limitada dos conceitos fundamentais de Matematica, o que dificulta a
compreensdo dos novos conteudos implementados nas disciplinas de Calculo. Silva (2019)

aprofunda essa andlise ao explorar a dificuldade dos estudantes em compreender a integral



definida, um conceito que exige uma combinagdo de habilidades de visualizacdo e
manipula¢do simbolica. Sem uma base soélida nesses aspectos, os estudantes repetidamente
falham em entender a integral ndo apenas como uma area de uma regido sob uma curva, mas
como uma ferramenta para resolver problemas complexos em diversas areas da Ciéncia e

Engenharia.

Rocha (2019) contribui para essa discussdo ao focar nas dificuldades que os
estudantes encontram na visualizagdo de problemas tridimensionais. Ele ressalta que a
maioria daqueles estd acostumada a trabalhar com representagdes bidimensionais, como
graficos simples de fungdes, mas a transicao para a compreensdo de formas e superficies em
trés dimensdes requer um desenvolvimento cognitivo que muitas vezes nao ¢ suficientemente
abordado nos métodos tradicionais de ensino. Ragoni (2021) complementa, argumentando
que, embora a introdugdo de ferramentas graficas e tecnoldgicas no ensino de Calculo tenha o
potencial de melhorar a compreensdo desses conceitos complexos, a simples exposicao a
graficos e visualizagdes ndo ¢é suficiente. Ele enfatiza que é fundamental que os estudantes
recebam orientacao adequada na analise e interpretacdo dessas representagdes visuais para

que possam realmente compreender e aplicar o conhecimento de forma eficaz.

Mota (2021) e Almeida (2021) afirmam que as dificuldades cognitivas enfrentadas
pelos estudantes podem ser mitigadas pela implementagdo de metodologias de ensino que
promovam a experimentacdo e a descoberta, como a Engenharia Didatica e o EOS. Eles
argumentam que essas abordagens possibilitam que os estudantes construam conhecimento de
forma ativa e participativa, o que ajuda a superar as barreiras cognitivas associadas a
compreensdo de conceitos complexos. Ferreira (2018), ao destacar a importancia de conectar
o aprendizado tedrico com aplicagdes, argumenta que a visualiza¢do grafica pode servir como
uma ponte entre o conhecimento tedrico e sua aplicagdo em problemas do mundo real. Ele
anuncia que essa conexao além de facilitar a compreensdo dos conceitos, motiva os estudantes

ao mostrar a relevancia do que estdo aprendendo.

Silva (2019) defende que tarefas que incentivam a manipulacdo e exploracao de
graficos ajudam os estudantes a desenvolver a habilidade de transitar entre diferentes

representacdes de um problema matematico. Essa acdo ndo apenas reforga a compreensao dos
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conceitos, mas também promove o desenvolvimento de habilidades analiticas e criticas —
essenciais para o bom desempenho em areas avancadas da Matematica. Rocha (2019) e
Pavanelo e Lima (2017) declaram que a transicdo para a compreensao de problemas
tridimensionais pode ser facilitada pelo uso de ferramentas tecnologicas, como softwares de
plotagem 3D, permitindo que os estudantes visualizem e manipulem formas complexas de
maneira interativa. Eles argumentam que, ao desenvolver a capacidade de visualizar e
manipular representagdes graficas tridimensionais, os estudantes adquirem maior competéncia
de compreender conceitos como volume, superficie e integral de linha, que sdo fundamentais

em muitas aplicagdes do Calculo.

Thieghi (2021) conclui que a superacao das dificuldades cognitivas no ensino de
Célculo requer uma abordagem integrada, que combine o uso de ferramentas tecnologicas,
orientacdo adequada e metodologias ativas que incentivem a exploracdo e a descoberta. Ele
argumenta que essa combinagdo de métodos pode ajudar a superar as barreiras cognitivas e
didaticas, promovendo compreensdo dos conceitos matematicos e preparando os estudantes

para mobilizar esse conhecimento de forma significativa em suas futuras carreiras.

Superar as dificuldades cognitivas e didaticas no ensino de Célculo ¢ um passo
importante, mas igualmente essencial ¢ lidar com a falta de pré-requisitos dos estudantes. A
seguir, discutimos como a insuficiéncia de fundamentos matematicos ¢ destacada nas
pesquisas e como essa pode afetar o desempenho em Calculo, além de estratégias que podem

ser adotadas para preparar melhor os estudantes para enfrentar os desafios dessa disciplina.

1.3.4 Falta de Pré-requisitos

4

Um dos principais desafios no ensino de Calculo ¢ a falta de pré-requisitos dos
estudantes, o que muitas vezes resulta em dificuldades significativas na compreensdo dos
conceitos avangados introduzidos nessa disciplina. Ferreira (2018) argumenta que muitos
estudantes no Ensino Superior chegam com uma base insuficiente de conceitos elementares
de Matematica, o que prejudica sua capacidade de acompanhar o ritmo das aulas de Calculo e
de compreender novos conceitos de maneira eficaz. Pavanelo e Lima (2017) reforcam essa
visdo ao observar que a auséncia de uma compreensao sélida dos fundamentos matematicos,
como 4algebra e trigonometria, ¢ um dos principais obstaculos no ensino de Calculo. Eles
sugerem que, para contornar esse problema, € essencial que os cursos de Célculo comecem

com uma revisao dos conceitos fundamentais, garantindo que todos os estudantes tenham uma



base comum a partir da qual possam progredir.

Thieghi (2021) acrescenta que a falta de pré-requisitos ndo apenas impede a
compreensdo dos conceitos de Célculo, mas também contribui para a desmotivacao dos
estudantes. Ele argumenta que, quando esses nao conseguem acompanhar o conteudo, devido
a lacunas em seu conhecimento prévio, os estudantes tendem a perder o interesse e o
engajamento nas aulas, o que resulta em um desempenho insatisfatério. Mota (2021) e Rocha
(2019) apontam que uma das maneiras de abordar essa questdo ¢ a implementacdo de
avaliagdes diagnosticas no inicio dos cursos de Calculo, permitindo que os professores
identifiquem as lacunas no conhecimento dos ingressantes ¢ adaptem suas abordagens de

ensino para atender as necessidades individuais de cada estudante.

Silva (2019) propde a implementacgdo de cursos de nivelamento em Matematica antes
do inicio das disciplinas de Calculo como alternativa para mitigar os efeitos da falta de pré-
requisitos. Esses cursos, segundo ele, poderiam focar em revisar os conceitos ¢ métodos
fundamentais necessarios para o sucesso no Calculo, garantindo que todos os estudantes
estejam preparados para os desafios que enfrentardo. Sugere ainda que, durante o curso de
Célculo, os professores dediquem tempo para revisar os conceitos matematicos elementares
sempre que necessario, reforcando a conexdo entre o conhecimento prévio € 0s Novos

conteudos apresentados.

Ragoni (2021), ao discutir a importancia do conhecimento prévio no ensino de
Célculo, enfatiza que a compreensdo de conceitos como fungdes, limites e derivadas depende
fortemente de uma base s6lida em Matematica construida na Educagdo Basica. Ele argumenta
que, sem essa base, os estudantes tém dificuldade em visualizar e manipular as representagdes
gréaficas e simbolicas dos conceitos de Calculo, o que compromete sua capacidade de resolver
problemas e de mobilizar o conhecimento em situacdes praticas. Almeida (2021) e Paulo
(2020) aludem a integra¢do de tecnologias digitais, como softwares de Matematica, para
ajudar a compensar as deficiéncias nos pré-requisitos, permitindo que os estudantes explorem

e experimentem conceitos matematicos de maneira interativa e visual.

A falta de pré-requisitos, portanto, representa um desafio significativo no ensino de
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Célculo, mas pode ser mitigada com abordagens pedagdgicas que incluam revisdes dos
conceitos fundamentais, implementacao de avaliagdes diagndsticas e utilizagdo de tecnologias
digitais para reforcar e complementar o aprendizado. Thieghi (2021) conclui que, ao abordar
essas lacunas nos pré-requisitos de maneira proativa, os professores podem, além de melhorar
a compreensao dos conceitos de Célculo dos estudantes, aumentar a motivac¢ao e engajamento

nas aulas, contribuindo para um desempenho académico mais satisfatorio.

Apos a analise dos principais desafios relacionados a insuficiéncia de pré-requisitos no
ensino de Calculo, analisaremos, na subsecdo seguinte, o que essas producdes revelam acerca
da avaliacdao dos impactos das abordagens pedagogicas no desenvolvimento das competéncias

dos estudantes, derivada das evidéncias de melhoria relatadas nas pesquisas.

1.3.5 Resultados de Aprendizagem

A ado¢do de metodologias inovadoras no ensino do Calculo tem mostrado impacto
positivo nos resultados de aprendizagem. Cometti (2018) e Pavanelo e Lima (2017) destacam
que as abordagens centradas no estudante, como o EOS e a Engenharia Didatica, tém
promovido uma compreensao mais profunda dos conceitos matematicos, ao incentivar os
estudantes a se envolver ativamente na constru¢cao do conhecimento. Essa participagdo ativa,
segundo Cometti (2018), resulta em um aprendizado mais significativo, com os estudantes
mostrando maior capacidade de empregar os conceitos de Célculo em contextos académicos e

profissionais.

Ferreira (2018) complementa ao argumentar que a implementacdo de sequéncias
didaticas bem planejadas, que integram teoria e pratica, facilita a transicdo do conhecimento
abstrato para sua aplicagdo, o que € refletido em melhor desempenho nas avaliacdes formais e
na resolucdo de problemas complexos. Ele afirma que, ao enfrentar situagdes desafiadoras que
exigem o emprego de multiplos conceitos matemadticos, os estudantes que participaram de
cursos baseados em metodologias ativas tendem a mostrar maior autonomia e confianga na

resolucao de problemas, comparados aos que seguiram métodos de ensino mais tradicionais.

Silva (2019) e Rocha (2019) também apontam para um aumento na capacidade de os
estudantes visualizarem e interpretarem representacdes graficas e geométricas apds a
introducdo de ferramentas tecnoldgicas, como o GeoGebra, no ensino de Calculo. Essas
ferramentas permitem aos estudantes explorar conceitos de maneira dindmica e interativa, o

que nao s6 facilita a compreensdo dos temas, mas também estimula o interesse e o



engajamento no aprendizado. Como resultado, os estudantes ndo apenas melhoram suas notas
nas avaliagdes, mas também mostram maior interesse em continuar seus estudos na area de

Matematica e Ciéncias Exatas.

Além disso, Ragoni (2021) destaca que a abordagem integrada, que combina métodos
tradicionais com a utilizacdo de tecnologias digitais, tem contribuido para reduzir as taxas de
desisténcia em cursos de Calculo. Ele discute que, ao tornar o aprendizado mais acessivel e
relevante, essas metodologias ajudam a combater a desmotivacdo e o desinteresse que
frequentemente levam os estudantes a abandonar os cursos de Caélculo. Cometti (2018)
corrobora essa visdo, observando que, com o aumento da compreensdo e da confianca em
suas habilidades, os estudantes sdo mais propensos a persistir nos estudos, resultando em

maior taxa de retencdo e sucesso nos cursos superiores de Ciéncias Exatas.

Por fim, Mota (2021) e Thieghi (2021) afirmam que a melhoria nos resultados de
aprendizagem ndo se limita ao desempenho académico. Eles acrescem que os estudantes que
passaram por cursos que incorporam essas metodologias inovadoras também desenvolvem
habilidades transversais, como pensamento critico, resolu¢ao de problemas e capacidade de
trabalhar de forma colaborativa, que sdo essenciais para o bom desempenho em qualquer area
profissional. Essa preparacdo mais holistica reflete a eficidcia dessas novas abordagens
pedagogicas no ensino de conceitos especificos de Célculo e na formagdo integral dos

estudantes como profissionais e cidadaos.

Ap0s a apresentacdo das nossas analises realizadas a partir da categorizagdo elencada
previamente, sintetizamos os principais achados e reflexdes que emergiram neste estudo. Esse
panorama nos permite, entdo, avancar para as consideragdes em que serdo discutidas as
implicagdes desses resultados, as limitagdes identificadas, além das perspectivas futuras para

o aprimoramento do ensino de Célculo a luz das evidéncias levantadas.

1.4 Consideracoes finais

O estudo teve como objetivo analisar o emprego de Tecnologias Digitais no ensino de
Mudancgas de Coordenadas em Integrais Multiplas, em produgoes académicas, com foco nas

dificuldades relatadas sobre os processos de ensino e de aprendizagem. A partir da revisao
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sistematica da literatura, constatou-se que o uso de softwares, como GeoGebra, pode melhorar
a compreensdo dos estudantes, oferecendo recursos visuais e interativos que facilitam a
visualizagao das mudangas de coordenadas e a realizagdao de célculos complexos. No entanto,
sua implementagao ainda enfrenta barreiras significativas, como a falta de formagao adequada
dos professores para utilizar essas ferramentas de maneira eficaz, a dificuldade em integrar

essas tecnologias de forma harmoniosa ao curriculo existente.

Além disso, as condi¢des de trabalho dos professores representam um fator critico na
adogdo dessas tecnologias. Muitos professores enfrentam jornadas exaustivas, com alta carga
horaria e um grande numero de turmas, o que reduz o tempo disponivel para o planejamento
de suas aulas. Essa sobrecarga, somada a salarios muitas vezes defasados e a auséncia de
incentivos institucionais para o desenvolvimento profissional, dificulta a adocdo de novas
metodologias e a busca por formacao continuada. Espera-se que os professores acompanhem
as inovagdes tecnologicas e reformulem suas praticas, mas, sem melhores condi¢des de
trabalho, essa expectativa se torna desproporcional a realidade enfrentada nas instituicdes de
ensino. Soma-se a isso a desigualdade no acesso a recursos tecnologicos, que agrava ainda
mais as dificuldades na mobilizagdo de ferramentas digitais no ensino de Célculo e Integrais

Multiplas.

Foi percebida a necessidade de formagdo continuada para os professores, que precisam
ser capacitados para utilizar as tecnologias digitais em suas aulas. Além disso, as institui¢des
de ensino precisam investir em infraestrutura tecnoldgica para garantir que os recursos

necessarios estejam disponiveis para todos os estudantes.

As dificuldades cognitivas e didaticas enfrentadas no aprendizado do Calculo Integral
estdo intimamente ligadas a natureza dos conceitos envolvidos. A revisdo sistematica revelou
que, nas producdes analisadas, muitos estudantes tém dificuldade em relacionar os conceitos
matematicos com aplicagdes, o que pode ser atribuido a falta de metodologias que promovam
essa conexao. O estudo revelou a necessidade de contextualizar o ensino do Célculo Integral e
das mudangas de coordenadas. Ao relacionar os conceitos matematicos com situacdes do
cotidiano ou com problemas praticos que os estudantes possam enfrentar, os professores

podem tornar o aprendizado mais engajador.

Outro fator identificado foi a falta de conhecimento prévio dos estudantes, que muitas

vezes entram em cursos de Calculo Integral sem base adequada em conceitos fundamentais.



Esse déficit inicial compromete a capacidade daqueles de acompanhar o conteudo. O estudo
destacou a importincia de estratégias de ensino que levem em conta as lacunas no
conhecimento prévio dos estudantes, proporcionando revisoes e refor¢os necessarios para que

todos possam se beneficiar plenamente das ferramentas tecnoldgicas disponiveis.

Os resultados de aprendizagem indicam que a utilizacdo de tecnologias digitais pode
melhorar significativamente o desempenho dos estudantes em Célculo Integral. Aplicativos
como o GeoGebra, facilitam a compreensdo conceitual e podem melhorar as habilidades de
resolucdo de problemas, permitindo uma exploragao dindmica e interativa dos conceitos.
Esses resultados podem estar ligados a implementagdo de sequéncias didaticas bem
planejadas, que integram teoria e pratica de maneira estruturada. Essa abordagem garante que
o conhecimento seja empregado de forma aplicada, potencializando o impacto das tecnologias
nos processos de ensino e de aprendizagem. Contudo, essas estratégias dependem do contexto
educacional, da formag¢do dos professores e da forma como as tecnologias sdo integradas ao

curriculo.

Apesar das contribui¢des do presente estudo, € importante reconhecer suas limitagdes.
A revisdo sistematica da literatura foi realizada com um numero restrito de bases de dados e
em um periodo especifico, o que significa que outros estudos relevantes podem nao ter sido
incluidos na andlise. Além disso, o foco do estudo foi principalmente o uso de tecnologias
digitais no ensino do Calculo Integral, em detrimento de outras abordagens pedagdgicas que

poderiam ser igualmente eficazes.

Outra limitacdo diz respeito a generalizacdo dos resultados. Embora os estudos
revisados oferecam dados valiosos, ¢ importante lembrar que as dificuldades enfrentadas no
ensino de mudancas de coordenadas podem variar significativamente, dependendo do

contexto educativo, da preparacdo dos professores e das caracteristicas dos estudantes.

Com base nos achados e nas limitagdes do estudo, varias dire¢cdes para pesquisas
futuras podem ser sugeridas. Em primeiro lugar, seria util expandir a revisdo sistematica da
literatura para incluir outros bancos de dados e um periodo mais longo, a fim de capturar uma

visdo mais abrangente do uso de tecnologias digitais no ensino de Calculo Integral.
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Além disso, futuras pesquisas poderiam explorar outras metodologias pedagogicas,
como a aprendizagem baseada em problemas ou a sala de aula invertida, e articula-las com o
uso de tecnologias digitais. Também seria interessante investigar como diferentes perfis de
estudantes — por exemplo, com diferentes niveis de preparo matematico ou com diferentes

estilos de aprendizado — respondem ao uso de tecnologias no ensino de Célculo Integral.

Ressalta-se que pode ser interessante conduzir estudos empiricos que examinem
diretamente o impacto do uso de tecnologias digitais no desempenho dos estudantes em
Calculo Integral. Esses estudos poderiam fornecer evidéncias sobre as potencialidades das
ferramentas em prol da aprendizagem e ajudar a orientar politicas educacionais e praticas

pedagdgicas.

Finalmente, o presente estudo apresentou algumas dificuldades enfrentadas no ensino
e na aprendizagem de mudancgas de coordenadas no Calculo Integral e destacou o potencial
das tecnologias digitais para superar essas dificuldades. No entanto, a implementagdo
satisfatoria dessas tecnologias requer ndo apenas formacao adequada para os professores, mas
também um investimento continuo em infraestrutura e uma abordagem didatica que
contextualize o aprendizado matematico. Ao abordar essas questdes, as futuras pesquisas e
praticas pedagdgicas poderdo contribuir para os processos de ensino e de aprendizagem de

Matematica mais consistentes.
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ARTIGO 2

Mudanca de Coordenadas em Integrais Multiplas: uma
proposta didatica a luz da Teoria dos Registros de
Representacio Semiotica

Change of Coordinates in Multiple Integrals: a didactic proposal in light
of the Theory of Semiotic Representation Registers

Resumo: O artigo ¢ orientado pelo objetivo de analisar dificuldades evidenciadas por
estudantes, a partir de um teste diagnostico, na mudanga de registros de representagdo
semiotica em tarefas que envolvem Mudanga de Coordenadas em Integrais Multiplas. Para
tanto, foi elaborado e implementado um teste diagndstico para estudantes do 5° ao 8° periodo
da Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual de Montes Claros. Os resultados
indicam que os estudantes conseguem utilizar o registro grafico para compreender as
questdes, mas apresentam dificuldades na transicdo para o registro algébrico. Isso sugere a
necessidade de praticas de ensino que privilegiam a conversao entre registros, com tarefas que
integrem visualiza¢des com calculos algébricos.

Palavras-chave: Calculo Integral. Mudanga de Coordenadas. Registro de Representagdo
Semidtica.

Abstract: This article aims to analyze difficulties demonstrated by students, based on a
diagnostic test, in changing registers of semiotic representation in tasks involving Change of
Coordinates in Multiple Integrals. To this end, a diagnostic test was developed and
implemented for students from the 5th to the 8th period of the Mathematics Degree Program
at the State University of Montes Claros. The results indicate that students are able to use the
graphic register to understand the questions, but have difficulties in the transition to the
algebraic register. This suggests the need for teaching practices that prioritize the conversion
between registers, with activities that integrate visualizations with algebraic calculations.

Keywords: Integral Calculus. Change of Coordinates. Record of Semiotic Representation.
2.1 Introducao

As disciplinas de Calculo Diferencial e Integral, especialmente nos programas de
Matematica e Engenharia, tém enfrentado desafios significativos, refletidos nas elevadas taxas
de reprovagdo e retencdo (Irias et al., 2011). Estudantes entrevistados para o estudo aqui
apresentado, indicam fatores que contribuiram para seu baixo desempenho, incluindo a falta
de tempo para estudar a disciplina de Calculo Diferencial e Integral, o excesso de estudantes

por turma, o tipo de avaliacdo empregada e a metodologia utilizada pelos professores.

Outros estudos indicam que os estudantes ingressantes no Ensino Superior,

frequentemente, chegam com defasagem de formagao de conceito elementares, como duavidas



em relacdo a equagdes e funcdes algébricas, o que dificulta a compreensdo de tdpicos mais
avancados de Calculo (Rodrigues e Neves, 2019; Macédo e Gregor, 2020). Essas dificuldades
sdo, especialmente, pronunciadas em topicos que exigem uma alta capacidade de abstracao ¢ a
habilidade de transitar entre diferentes formas de representacdo matematica, como no caso da

Mudanga de Coordenadas em Integrais Multiplas.

O ensino de Célculo, apesar de sua importancia para a formagdo em areas como a
Matematica, Engenharia ¢ Ciéncias Aplicadas, tem sido tradicionalmente desafiador para
muitos estudantes. A complexidade inerente a disciplina, combinada com a predominancia de
métodos algébricos formais que, muitas vezes, negligenciam a busca por significados,
contribui para a elevada taxa de reprovacdo. Mota (2021) considera que essas dificuldades
transcendem o contexto brasileiro, refletindo um fendmeno global. A autora enfatiza que,
além da natureza abstrata do Calculo, a falta de integragdo entre aspectos graficos e analiticos
dificulta a compreensdo dos conceitos pelos estudantes, resultando em um aprendizado
mecanico e superficial. A abordagem tradicional, centrada na memorizagdo de formulas e
resolucdo repetitiva de exercicios, nao favorece o desenvolvimento de habilidades criticas ¢ a

compreensdo necessaria para a aprendizagem em disciplinas subsequentes.

Ademais, a defasagem de aprendizagem em Matematica, referente & Educacgdo Basica,
tem um impacto direto no desempenho dos estudantes em Calculo. Segundo Rosa et al
(2023), a insuficiéncia na mobilizacdo de conhecimentos prévios, aliada a dificuldade em
compreender e aplicar conceitos matematicos, resulta em um baixo desempenho académico e,
em muitos casos, leva a evasdo do curso. Essas dificuldades sdo agravadas por héabitos de
estudo inadequados e rotinas de aprendizagem insuficientes, que impedem os estudantes de

dedicarem tempo e esfor¢o suficientes para a disciplina (Pessoa, Araujo e Sousa, 2019).

A Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica (TRRS), proposta por Duval
(2009), oferece uma estrutura tedrica que destaca a importancia de utilizar multiplos registros
de representacdo, como graficos, tabelas, expressdes algébricas e diagramas, para a
compreensdo de conceitos matematicos € manipulagdes algébricas. Duval (2009) argumenta
que a capacidade de converter e coordenar entre esses registros ¢ importante para a construcao

de um entendimento matematico. No contexto do Calculo, especialmente em topicos como a
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Mudanca de Coordenadas em Integrais Multiplas, essa abordagem se mostra particularmente

relevante.

O estudo aqui apresentado faz parte de uma pesquisa mais ampla em que foram
levantadas dificuldades relativas a aprendizagem de Integrais Multiplas, com uma revisao de
literatura. Diante desse contexto, o estudo ¢ orientado pelo objetivo de analisar dificuldades
evidenciadas por estudantes, a partir de um teste diagnostico, na mudancga de registros de
representacdo semiotica em tarefas que envolvem Mudan¢a de Coordenadas em Integrais
Multiplas. A proposta foi desenvolvida com base nas dificuldades e limitagdes identificadas
com a revisdo de literatura ja realizada. O teste diagndstico foi implementado a doze
estudantes matriculados entre o 5° e 8° periodo da Licenciatura em Matematica da

Universidade Estadual de Montes Claros.

E importante destacar que o estudo passou pela analise e aprovagdo do Comité de
Etica e Pesquisa (CEP) da universidade, tendo sido considerada aprovada, conforme parecer
consubstanciado sob a indicacdo n° 6.238.670, de 14 de agosto de 2023, e Certificado de
Apresentagdo de Apreciagdo Etica (CAAE) n° 72823723.5.0000.5146, por respeitar os

preceitos €ticos da pesquisa envolvendo seres humanos.

Além da introdu¢do, que apresenta o tema e contextualiza o leitor quanto ao objetivo
do estudo, organizamos o artigo em sec¢des, cada uma abordando: Mudanga de Coordenadas
em Integrais Multiplas; Contribuigdes dos Registros de Representagdo Semidtica;
Metodologia; Andlise; Integracdo entre Evidéncias Teodricas e Resultados Empiricos no

Ensino de Mudanca de Coordenadas. Ao final, sdo apresentadas as consideragdes finais.

2.2 Mudanca de Coordenadas em Integrais Multiplas

No estudo das Integrais Multiplas, a Mudanca de Coordenadas ¢ uma técnica que
simplifica a resolu¢do de um problema. Esta técnica consiste em transformar as coordenadas
de um sistema cartesiano para outros sistemas mais convenientes, como as coordenadas
polares, cilindricas ou esféricas. Essas transformacdes permitem uma interpretagdao
geométrica da regido de integracdo e, muitas vezes, facilitam os calculos (Cometti, 2018;
Ragoni, 2021). Nesta secdo, exploramos o processo de Mudangca de Coordenadas,
apresentando as expressdes de transformacgdo, os jacobianos correspondentes e aplicando

esses conceitos a integrais duplas e triplas.



Na mudanga de variavel em Integrais de uma variavel, introduz-se uma nova variavel
com o objetivo de simplificar o processo de integracdo, facilitando a avaliagdo de integrais
mais complexas algebricamente. No entanto, esse procedimento, traz uma dificuldade no
tratamento de integrais trigonométricas na conversao do sistema algébrico em sistema polar.
Esse procedimento ainda envolve a substitui¢do direta da varidvel original, juntamente com a
correspondente adaptacdo do diferencial. Ainda, pode-se ressaltar que ao se tratar de Integrais
Multiplas, a mudanga de variaveis adquire uma complexidade adicional devido ao aumento
das dimensdes envolvidas. Nesse caso, ¢ fundamental considerar o jacobiano da
transformagdo, o qual permite ajustar corretamente o diferencial. Além disso, a escolha das
novas varidveis deve assegurar a preservacdo das relagdes geométricas do problema, bem
como dos limites de integracdo, demandando, assim, melhor compreensdo da Geometria que

envolve o célculo das integrais.

Retomando o sistema de Coordenadas Polares, segundo Stewart (2013), um ponto P
com coordenadas retangulares (x,y), tem por coordenadas polares (r, 8), onde r ¢ a distancia
do ponto P a origem e 6 ¢ o angulo formado pela semirreta positiva das abscissas e do

segmento de reta que liga a origem ao ponto P.
Ainda, segundo Stewart (2013), esta Mudanga de Coordenadas ¢ dada por
(x,y) = (rcos 0,rsen 9)

onde r = 0 e 6 varia num intervalo da forma [6,, 8, + 27[, onde 8, ¢ um angulo fixado.
Figura 1: Coordenadas Polares

YA

P(r,0)=P(x,y)

L
7] r

0 X X

Fonte: Stewart (2013, p. 895)

Y
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O jacobiano da aplicagdo g ¢ dado por

a(x,y) _ cosf —rsenf —r
d(r,8) lsenf rcosO

Entdo, segundo Stewart (2013), se f ¢ continua no retangulo polar R dado por 0 <

a<r<b,a<f0<pP,onde0<pf —a<2mentdo

B (b
f f(x,y)dxdy = f f f(rcos@,rsenf)r drd6.
R a a

Quanto as Coordenadas Cilindricas, segundo Stewart (2013), um ponto P de
coordenadas (x,y,z) tem coordenadas cilindricas (7,6,z), onde r e 8 sdo as coordenadas
polares da proje¢ao de P no plano xy. Ainda, segundo Stewart (2013), esta Mudanca de

Coordenadas ¢ dada por
9g(x,v,z) = (r cosf,r senb, z)

onde r > 0, 6 varia num intervalo da forma [6,, 8, + 27| e z no intervalo —o0 < z < +o00.

Figura 2: Coordenadas Cilindricas
ZA

* P(r,0,z)

» (1, 6,0)
Fonte: Stewart (2013, p. 923)

O jacobiano da aplicagdo g ¢ dado por
cos@ —rsenf 0

senf rcosf@ O
0 0 1

d(x,y,2)

3(r.0.2) r(cos“ 0 + sen“0) =r.

Entdo, segundo Stewart (2013), se f ¢ uma fungdo continua no sélido E, com

E={(xy,2);(x,y) € Ruy(x,¥) <z < u,(x,y)}, entdo



.[-uz (rcos 0,rsen 0)

B b
J.f f(x,y,2)dxdydz = f f (rcos 8,rsen@, z)r drdfdz.
b a a

uq(rcos 0,rsen )

J& para as Coordenadas Esféricas, conforme Stewart (2013), um ponto P de
coordenadas retangulares (x,y,z) tem por coordenadas esféricas (p,6,¢), onde p ¢é a
distancia do ponto P a origem, 6 ¢ o angulo formado pelos valores positivos da abcissa e o
segmento de reta que liga (0,0) a (x,y), e ¢ é o angulo formado pelos valores positivos da
cota e o segmento de reta que liga P a origem. Ainda segundo Stewart (2013) esta Mudanca

de Coordenadas ¢ dada por

9(x,y,z) = (p sen¢ cos6, p seng senb, p cos¢p)

onde p = 0,0 < ¢ < m e 6 varia num intervalo da forma [6,, 8, + 2m[.

Figura 3: Coordenadas Esféricas

ZA
4 P(p’ 95 ¢)
P
¢
™
0
0 \
Y
X

Fonte: Stewart (2013, p. 927)
Neste caso, o jacobiano da aplicacdo g ¢ dado por
(x,y,2) sen¢ cos@ —p seng senf p cos¢ cosb
# = |sen¢ sen®  pseng cos®  p cosp senb| = p?send.
(0,0, 9) cosQ 0 —p sen¢

Logo, se f ¢é continua em Q
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f J. f(x,y,2z)dxdydz =

9(Q)

d B b
f f f(p sene cos@, p seng senb, p cos¢p)p?seng dpdfde

a
onde Q é uma cunha esférica dada por Q = {(p,0,¢);a<p <b,a <60 < b,c < ¢ < d}.

A Mudanca de Coordenadas em Integrais Multiplas ndao apenas simplifica os calculos,
mas também proporciona uma melhor compreensao da Geometria envolvida (Cometti, 2018).
Ao dominar essas técnicas, € possivel resolver determinados problemas de forma mais
eficiente e compreender melhor as relacdes entre diferentes sistemas de coordenadas

(Menoncini, 2018).

2.3 Contribuicoes da Teoria dos Registros de Representacio Semiotica

O embasamento tedrico adotado no estudo ¢ a Teoria de Registro de Representacdes
Semidticas (TRRS) proposta por Raymond Duval. Essa teoria cognitiva analisa as
dificuldades associadas a aprendizagem da Matemadtica, explorando o funcionamento
cognitivo referente aos seus conceitos. A TRRS considera o modo de acesso aos objetos
matematicos, a variedade de sistemas semioticos que possibilitam suas representagdes e a

necessaria distingdo entre o objeto matematico e sua representacao.

De acordo com Duval (2009), a principal complexidade na aprendizagem da
Matematica deriva do fato de que os objetos matematicos carecem de existéncia fisica, ou
seja, ndo podem ser diretamente percebidos pelos sentidos como ocorre com os objetos do
mundo real. Assim, o acesso a esses objetos sO € possivel com a utilizagdo de sistemas
semioticos. Na Matematica, mais do que em qualquer outra area do conhecimento, a

diversidade de sistemas semidticos € crucial para a formacao de novos conceitos.

Duval (2011) define um sistema semiotico como um conjunto de signos organizados
conforme regras proprias de formagdo e convencdes, capaz de produzir e transmitir
informacodes. Para designar os sistemas semioticos especificos da Matematica, o autor utiliza
o termo registro. Segundo ele, um registro de representacdo ¢ um sistema semidtico que
desempenha fungdes cognitivas de objetivacdo (compreensdo para si) e tratamento, além da

fun¢do de comunicagao.



O autor categoriza quatro tipos de registros de representacdo na Matematica: lingua
materna, sistemas de escrita (numérica, algébrica e simbdlica), graficos cartesianos e figuras
geométricas. A diversidade de sistemas semidticos permite a multiplicidade de representacdes

de um mesmo objeto, enriquecendo as capacidades cognitivas dos estudantes (Denardi, 2019).

Duval (2009) destaca que o conhecimento matematico se transforma em saber quando
ocorre a mobilizagdo espontanea pelos estudantes, de diferentes registros semioticos de um

mesmo objeto matematico. No entanto, ressalta que

a passagem de um sistema de representagdo a um outro ou a mobiliza¢do simultanea

de varios sistemas de representacdo no decorrer do mesmo percurso, fenomenos tao
familiares e tdo frequentes na atividade matematica, ndo tem nada de evidente e de
espontaneo para a maior parte dos alunos e estudantes. Estes, frequentemente ndo
reconhecem o mesmo objeto através das representacdes que lhe podem ser dadas nos
sistemas semioticos diferentes [...] (Duval, 2009, p. 18).

Segundo Duval (2009), para compreender a aquisi¢do conceitual com a mobilizagdo e
coordenacdo dos registros de representacdo, ¢ preciso trabalhar com duas atividades
cognitivas: o tratamento e a conversdo. O fratamento refere-se a transformacdo de
representacdes dentro do mesmo sistema de registro, enquanto a conversdo envolve a
transformagdo entre registros diferentes. Duval (2009) destaca a importancia da atividade de

conversdo para a aprendizagem matematica, complementando a énfase tradicional dada ao

tratamento.

Para destacar a distingdo entre as transformacdes nos registros de representacao,

ilustramos, na Figura 4, um exemplo de tratamento associado a uma conversao.
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Figura 4: Tratamento e Conversao

TRATAMENTO . L
X2=4—y? l—) 2 4 y2 — 22 Registro Algébrico

CONVERSAO

-ZC j 2 Registro Grafico

=2

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Duval (2009, p. 17) sublinha a lei fundamental do funcionamento cognitivo do
pensamento: “Nao hé noésis (aquisicao conceitual de um objeto) sem semidsis (apreensao ou
produgdo de uma representagdo semidtica)”. Isso ressalta a necessidade de recorrer a sistemas

semioticos para adquirir conceitos matematicos.

Conforme destacado por Jahn e Karrer (2004), a compreensdo de um objeto
matematico por parte do estudante ¢ diretamente influenciada pelo numero de registros

mobilizados e relacionados durante o estudo.

[...] a aprendizagem de um conceito matematico consiste em desenvolver
coordenagdes progressivas entre varios sistemas de representagdo semiotica. [...]
Desta forma, na concepgao desse autor, o entendimento matematico depende, entdo,
da mobilizagdo de varios registros e, por consequéncia, um individuo aprende
matematica se ele integra, em sua arquitetura cognitiva, todos os registros

necessarios como novos sistemas de representagao (Jahn e Karrer, 2004, p. 16-17).
Dentro desse contexto, torna-se evidente que, para Jahn e Karrer (2004), a
coordenagdo eficiente entre os registros ¢ tdo importante quanto a conversao entre eles. A
habilidade de visualizar o mesmo objeto matematico representado nos diferentes registros €
fundamental. Quanto mais fluida e tranquila essa coordenagdo, maior a capacidade do

estudante de distinguir o objeto da sua representacao.

Seguindo a abordagem de Duval (2009) no trabalho com as representacdes de objetos



matematicos, ¢ importante que o estudante ndo confunda o objeto com suas representagdes,
mas sim que o reconheca em cada uma delas. Essa distin¢ao ¢ vital para a correta assimilagao

dos conceitos matematicos.

Na proxima se¢ao apresentaremos a estrutura metodoldgica do estudo que considera

aspectos da Engenharia Didatica.

2.4 Metodologia: Engenharia Didatica

De acordo com Artigue (1996), a concep¢ao de Engenharia Didatica teve origem no
campo da Didatica da Matematica, com influéncia francesa, nos primeiros anos da década de
1980, com o intuito de enfatizar uma abordagem especifica no ensino. A Engenharia Didatica
adota uma abordagem cuidadosa na organizacdo dos procedimentos metodologicos da
pesquisa, abrangendo desde a teoria até a pratica experimental. Essa habilidade de integrar a
pesquisa (aspecto tedrico) com a pratica educativa (aspecto experimental) ¢ destacada como
uma das vantagens distintivas dessa metodologia de investigacdo. Artigue (1996) descreve

que nessa forma de trabalho o papel do professor/pesquisador ¢

comparavel ao trabalho do engenheiro que, para realizar um projeto, se apoia nos
conhecimentos cientificos do seu dominio, aceita submeter-se a um controle de tipo
cientifico, mas, ao mesmo tempo, se encontra obrigado a trabalhar sobre objectos
muito mais complexos do que os objectos depurados da ciéncia, e portanto a estudar
de uma forma pratica, com todos os meios ao seu alcance, problemas de que a
ciéncia ndo quer ou ainda ndo ¢é capaz de se encarregar (p. 193).
Artigue (1996) ressalta, adicionalmente, que a Engenharia Didatica se distingue pela
documentacao dos estudos realizados e pelo método de validagdo adotado. A diferenga entre
as pesquisas que adotam a Engenharia Didatica e outras abordagens experimentais em

ambientes educacionais reside principalmente no modelo de validagdo empregado.

De acordo com Artigue (1996), a Engenharia Didatica consiste em quatro fases que
ndo necessariamente seguem uma sequéncia linear. Em certos momentos, ¢ necessario que
esses elementos sejam articulados e até mesmo superpostos para uma melhor condugdo do
processo. A fase inicial de andlise visa entender o contexto do ensino, identificando

obstaculos que dificultam a aprendizagem. Com base nisso, na concepcao e analise a priori,
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tarefas sdo elaboradas, antecipando reagdes e dificuldades dos estudantes. Na fase de
experimentacdo do estudo foram implementadas essas tarefas, ajustando-as conforme a
interacao dos estudantes. Finalmente, na andlise a posteriori, os dados sao comparados com
as previsoes iniciais, permitindo validar ou ajustar hipdteses e fornecendo subsidios para

futuras intervengoes.

Este artigo, em particular, aborda exclusivamente a segunda fase, em que Artigue
(1996) destaca que para compreensao desta fase da Engenharia Didatica, ¢ util distinguir dois

tipos de variaveis de controle:

- as varidveis macro-didaticas ou globais, que dizem respeito a organizagdo global
da engenharia; - ¢ as varidveis micro-didaticas ou locais, que dizem respeito a
organizacdo local da engenharia, isto €, a organizagdo de uma sessdo ou de uma
fase, podendo umas e outras ser, por sua vez, variaveis de ordem geral ou variaveis
dependentes do contetido didatico cujo ensino ¢ visado (Artigue, 1996, p.202).
Artigue (1996) ressalta que essa fase deve ser vista como uma avaliagdo do controle
do significado. Esse aspecto ¢ importante, pois a teoria construtivista enfatiza o compromisso
do estudante na constru¢ao de conhecimento por meio de interagdes com o ambiente. A
Teoria das Situa¢des Didaticas, que embasa a metodologia da Engenharia Didatica, desde seu

inicio, busca estabelecer-se como uma teoria sobre o controle das relagdes entre significado e

contexto.

Com base nesses pressupostos € com o objetivo de atender as necessidades especificas
do nosso contexto, adaptamos a fase de desenho. Nessa etapa, elaboramos e implementamos
um teste diagndstico com base nas dificuldades identificadas na fase anterior. O intuito ¢é

obter novas informacdes ou confirmar as informagdes ja apontadas pela literatura.

Quanto ao teste diagnostico, no que se refere a abordagem do problema, o estudo ¢ de
natureza qualitativa. Minayo (2014) ressalta que a pesquisa qualitativa se ocupa de uma
realidade que ndo pode, ou ndo deveria, ser quantificada, concentrando-se na compreensao e
na explicagdo da dinamica das relagdes sociais. O objetivo ndo € mensurar com nimeros ou
dados obtidos a partir de questiondrios ou entrevistas, por exemplo. Em vez disso, busca
entender aspectos mais subjetivos, como comportamentos, ideias, pontos de vista, entre

outros.

Para a realizagdo, elaboramos um teste diagnostico, implementado com estudantes do

5° ao 8° periodo da Licenciatura em Matematica da Unimontes. Essa escolha se deu pelo fato



de estes estudantes ja terem cursado, no 4° periodo, a disciplina Calculo Diferencial e Integral
111, na qual sdo abordados, conforme a ementa® do curso, os topicos de integragdo dupla,
integragdo tripla ¢ Mudanga de Coordenadas. A implementagdo do teste ocorreu no dia 9 de
maio de 2024, em 3 horas/aula. Todos os estudantes receberam o material impresso. A
resolugdo do teste aconteceu com a presenca do pesquisador. Os estudantes receberam um
Prefacio com os resultados matematicos necessarios para realizagdo do teste (Apéndice 1).
Utilizou-se observacao sistematica ¢ anotagdes de narrativas dos estudantes durante a

resolucgao.

Para andlise posterior, foram recolhidos todos os registros escritos da turma, sem optar
por recursos de gravacdes de audio. Participaram das atividades, 12 estudantes que aceitaram
o convite. Eles foram orientados quanto aos objetivos do estudo e informados que suas
identidades seriam preservadas em consonancia aos principios éticos adotados nas pesquisas

com seres humanos.

Sendo assim, o teste diagnostico constituiu o principal instrumento de produgdo de
dados, nesta fase. Durante a resolucao das tarefas, observamos atentamente a participacgao, o
envolvimento com as tarefas e o didlogo estabelecido entre os estudantes. Para preservar a
identidade dos participantes e visando acompanhar o processo de constru¢do do conhecimento
de cada um deles, seus registros foram numerados, de forma aleatéria, de 1 a 12, sendo,
portanto, identificados como A1, A2, A3, ..., A12. Os resultados sdo apresentados na proxima

secao.

Como o foco da pesquisa estd no ensino e na aprendizagem das mudancas de
coordenadas polares, cilindricas e esféricas, apoiadas pela TRRS, cada questdao foi formulada
para avaliar a habilidade dos estudantes em empregar essas mudangas para resolver problemas
de célculo em uma diversidade de varidveis. Além disso, as tarefas, presentes no teste
diagnodstico, também visam avaliar a capacidade de interpretacdo, traducdo e representacdo de

tarefas em maultiplos registros de representacdo. A seguir, apresentamos as tarefas que

® Ementa: Integragdo dupla. Integragdo tripla. Mudanga de coordenadas. Integrais de linha. Diferenciais exatas e
independéncia de caminhos. Andlise vetorial: teoremas de Green, Gauss e Stokes. Disponivel em
https://unimontes.br/wp-content/uploads/2019/1 1/resolucao_cepex150.pdf; consultado em 12 mar. 2024.
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contemplaram o Teste diagndstico, bem como seus objetivos que estdo alinhados a TRRS:

1. Sendo R a regido do plano cartesiano que estd a esquerda do eixo y e entre as

circunferéncias x? + y2 = 1 e x? + y2 = 4. Calcule

f (x +y) dA.

R

Objetivo: Avaliar a habilidade do estudante em: 1) identificar e interpretar
graficamente a regido de integragdo (registro grafico); 2) traduzir a regido delimitada
por circunferéncias no plano cartesiano para coordenadas; 3) calcular a integral dupla

na nova representagao (registro algébrico).

2. Uma piscina circular tem diametro de 10 metros. A profundidade é constante ao longo
das retas de leste a oeste e cresce linearmente de um metro na extremidade sul para

dois metros na extremidade norte. Determine o volume da piscina.

Objetivo.: Avaliar a habilidade do estudante em: 1) representar graficamente o perfil da
piscina e a variagdo da profundidade (registro grafico); 2) traduzir essa descri¢do para uma

Integral em coordenadas polares e calcular o seu volume (registro algébrico).

3. Seja W uma regido limitada pelos planos z = —2, z = 4 e pelo cilindro x? + y? =

16. Calcule

[

Objetivo: Avaliar a habilidade do estudante em: 1) visualizar e desenhar a regido
delimitada pelos planos e cilindro (registro grafico); 2) converter a descri¢do da regido para
coordenadas cilindricas; 3) calcular a integral tripla utilizando as novas coordenadas (registro

algébrico).

4. Determine, por integral tripla, o volume do solido W:



Figura 5: S6lido W

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
Objetivo.: Avaliar a habilidade do estudante em: 1) identificar os limites de integragdo
a partir da representacdo grafica do solido (registro grafico); 2) traduzir essa representagdo
para uma integral tripla em coordenadas cilindricas; 3) calcular o volume do sélido (registro

algébrico).

5. Qual o volume do sélido limitado acima pela esfera x? + y% + z2 = 9 ¢ abaixo pelo
cone z = /x? + y2?

Objetivo: Avaliar a habilidade do estudante em: 1) visualizar e representar
graficamente a regido delimitada pela esfera e cone (registro grafico); 2) converter a descrigdo
do solido para coordenadas esféricas; 3) calcular a integral tripla utilizando coordenadas

esféricas para encontrar o volume (registro algébrico).

Na proxima se¢do, apresentamos as analises das respostas do teste diagnostico.

2.5 Analise das Resolucoes do Teste Diagnostico

Como nosso propodsito foi investigar o nivel de conhecimento matematico dos
estudantes na conversao entre diferentes registros de representacdo semiotica e no tratamento
desses objetos, direcionamos nossa atengao para os registros escritos dos estudantes. Com
base no referencial teorico das representagcdes semioticas e de pesquisas realizadas nessa
tematica como as de Cometti (2018), Menoncini (2018) e Mota (2021), elaboraremos nossas

analises.
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Na primeira tarefa, os estudantes tiveram que realizar uma Mudang¢a de Coordenadas
Cartesianas para Coordenadas Polares para facilitar a integracdo em uma regido delimitada
por circunferéncias. Dentre os 12 participantes, 8 deles conseguiram realizar a primeira tarefa.

Dentre eles, destacamos os registros realizados pelo estudante A4.

Figura 6: Registro do estudante A4

1. Sendo R aregido do plano cartesiano que esta a esquerda do eixo ¥ € entre as circun -

réncias x? + y? = 1 e x2 + y% = 4 Calcule

_Ux+ydﬁl
R

Fonte: Dados do estudo (2024).

Como base nesses registros, inferimos que o estudante compreendeu o enunciado com
representacdo em lingua natural; realizou a conversao para o registro grafico, em que os dados
do enunciado sdo traduzidos em um registro visual, realizado pelo estudante, do mesmo
objeto. Adicionalmente, ocorre uma conversao para o registro algébrico, o estudante realizou
o tratamento nesse registro, soube empregar a Mudanga de Coordenadas Polares e realizar as
operacdes necessarias, mostrando dominio de conteido matematico em cada um dos registros
envolvidos nessa resolu¢do. Percebemos que, ao destacar a regido de integracdo, no registro
grafico, o estudante identifica apenas as curvas, quando a regido entre elas também deveria

ser destacada, uma vez que a integral est4 sendo calculada sobre essa regido.

Ressaltamos que os participantes que realizaram essa tarefa poderiam ter empregado a
lingua natural para comunicar o resultado. Contudo, podemos inferir que mostraram dominio
dos objetos do conhecimento em estudo, uma vez que conseguiram transitar entre, pelos
menos, dois registros diferentes, quais sejam, algébrico e grafico. Conforme discute Duval

(2009), o estudante aprendeu o conteudo quando ele consegue transitar com facilidade entre



diversas representacdes de um mesmo objeto, realizando a conversdo e o tratamento
adequado, obedecendo as normas e procedimentos internos a cada registro utilizado. “A
questdo da coordenacao dos registros e os fatores suscetiveis de favorecer esta coordenagao
aparecem entdo como questdes centrais para as aprendizagens intelectuais” (Duval, 2009, p.

39).

A segunda tarefa envolvia o emprego de Coordenadas Polares para modelar e calcular
a medida do volume de um solido com profundidade varidvel. Apenas o estudante A4

conseguiu modelar e realizar os passos exigidos para chegar a solucgao.

Figura 7: Registro do estudante A4

2. Uma piscina circular tem diametro de 10 metros. A profundidade ¢ constante ao longo

das retas de leste para oeste e cresce lincarmente de 1 metro na de sul para

dois metros na extremidade norte. Encontre o volume de 4gua da piscina

Fonte: Dados da pesquisa (2024).

Com base no registro do estudante A4, inferimos que o estudante entendeu o
enunciado em lingua natural e realizou a conversdo para o registro grafico, efetuando um
tratamento nesse registro. Observamos que o estudante representa a piscina, mencionada na
tarefa, de forma tridimensional e, em seguida, projeta a variacdo da profundidade dessa
piscina no plano, para encontrar a equacdo da reta correspondente a essa variagao.
Posteriormente, o estudante realiza uma nova conversdo para o registro algébrico,

empregando os tratamentos necessarios nesse registro para determinar o resultado esperado.
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Percebemos na resolugdo do estudante A4 o uso do registro em lingua natural para explicar

sua estratégia de resolugdo.

Na segunda tarefa, identificamos que os estudantes apresentaram dificuldades em
realizar a conversao entre o registro em lingua natural e os demais registros de representagao.
Apenas um estudante conseguiu representar corretamente a regido descrita no enunciado da
tarefa. Durante a implementacdo surgiram murmurinhos na turma quanto a dificuldade de
interpretar essa tarefa. Os relatos a seguir, do estudante Al12 e do diario de campo do

pesquisador, expdem esse momento da pesquisa:

Achei a questdo 2 dificil, ndo consigo interpretar o enunciado. Acho que sera a unica que ndo
irei fazer algo. Quando li a primeira vez pensei que seria uma questdo facil de volume, mas
ndo consigo representar essa regido (Enunciagdo do estudante A12, 2024).

O estudante Al2 relata a dificuldade em interpretar o enunciado da tarefa,
especialmente no que diz respeito a representagdo da regido envolvida. Inicialmente, o
estudante acredita que a questdo seria simples, provavelmente porque associa a tarefa a
resolug¢do de um problema de calculo de medida de volume que, para ele, ja devia ser familiar.
No entanto, a verdadeira dificuldade surge quando esse estudante tenta representar a regiao
descrita, o que indica uma dificuldade na conversdo entre registros de representagdo

semidtica, como o registro em lingua materna e o registro grafico.

De acordo com Duval (2012, p. 270), “o recurso a muitos registros parece mesmo uma
condi¢do necessaria para que os objetos matemdticos ndao sejam confundidos com suas
representacdes € que possam também ser reconhecidos em cada uma de suas representagoes”.
No caso do Estudante A12, a dificuldade em representar a regido mostra uma falta de
coordenacdo entre os registros, o que ¢ essencial para a compreensdo completa do problema.
O estudante parece compreender a questdo em termos gerais (volume), mas enfrenta
dificuldades em converter as informagdes do registro em lingua materna para o registro de

representacdo grafica.

Essa dificuldade pode ser compreendida a luz do que Duval (2009, p. 63) considera
como “a conversdo das representagdes semioticas constitui a atividade cognitiva menos
espontanea e mais dificil de adquirir para a grande maioria dos alunos”. A conversao entre o
registro de linguagem natural (o enunciado da tarefa) e o registro grafico (a representacao da

regido) € o ponto critico em que o Estudante A12 encontra dificuldade. Isso sugere que tarefas



que promovam a pratica e a coordenac¢do entre diferentes registros de representagdo poderiam

ajudar a superar tais dificuldades.

A resolucao do estudante A3, apresentada na Figura 8, exemplifica uma tentativa de
representar a regido de integracdo, na qual ele divide a regido em duas, mas falha na variagao
da profundidade da piscina, mencionada no enunciado da tarefa. Isso evidencia que, ao
realizar a conversao do registro em lingua natural para o registro grafico, o estudante verificou
que haveria variagdo em relacdo a medida da profundidade da piscina. No entanto, nao
conseguiu determinar corretamente qual seria essa variagao.

Figura 8: Registro do estudante A3

2. Uma piscina circular tem diametro de 10 metros. A profundidade é constante ao longo

das retas de leste para oeste & cresce linearmente de 1 metro na extremidade sul para

dois metros na extremidade norte. Encontre o volume de agua da piscina.

Fonte: Dados da pesquisa (2024).

Na terceira tarefa, que exigia o uso de Coordenadas Cilindricas para calcular a medida
do volume do solido, utilizando uma integral tripla em uma regido tridimensional, apenas trés
estudantes conseguiram apresentar resolugdes, os demais ndo apresentaram resolu¢do. O
estudante A8, por exemplo, realizou a conversao do registro algébrico, presente no enunciado
da tarefa, para o registro grafico; em seguida, fez uma nova conversdo para o registro
algébrico, fazendo a Mudanga de Coordenadas Cilindricas e os calculos necessarios. O
estudante cometeu um erro ao deixar de dividir 64 por 3 (erro localizado na segunda linha do
registro). Ele mostrou dominio do contetido ao conseguir realizar conversao entre trés tipos
de registros. Nesse caso, o erro aconteceu no registro numérico, quando se tratava de realizar
uma operagdo aritmeética elementar. Isso sugere que, enquanto o estudante era capaz de
manipular registros complexos, houve um descuido ou lapso em operagdes basicas. Isso
evidencia que como a atencdo do estudante estava voltada para as etapas de conversdo, a

precisdo nos célculos finais pode ter sido comprometida.
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Figura 9: Registro do estudante A8
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Fonte: Dados da pesquisa (2024).

Na quarta tarefa, os estudantes precisavam determinar a medida do volume de um
solido a partir de sua representacdo grafica, utilizando Coordenadas Cilindricas. Entre os
participantes, apenas cinco apresentaram uma resolugdo para o problema. Destes, somente
dois conseguiram identificar corretamente os limites de integra¢do, mostrando habilidade em
converter a informagao do registro grafico para o algébrico. Além disso, esses dois estudantes
mostraram competéncia em realizar o tratamento algébrico necessario para resolver a questao.

Dentre as resolugdes apresentadas, destacamos, na Figura 10, a solucao do estudante AS8.

Figura 10: Registro do estudante A8

4. Determine por integral tripla, o volume do sélido W

¥
Sy

Fonte: Dados da pesquisa (2024).

Essa dificuldade sugere que a maioria dos estudantes enfrentam desafios significativos
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ao trabalhar com representagdes graficas e na transicdo para o registro algébrico. Isso indica
uma necessidade de refor¢o no ensino desses conceitos e de sua manipulagdo operacional,
especialmente no que diz respeito a interpretagdo e conversdo entre diferentes registros
matematicos. A capacidade de identificar corretamente os limites de integragdo & parte
fundamental na realizagdo de integrais e a dificuldade encontrada por parte dos estudantes
pode impactar negativamente seu desempenho em tarefas futuras que exigem uma

compreensdo dessas técnicas.

Na quinta e ultima tarefa, que envolve o uso de Coordenadas Esféricas para determinar
a medida do volume de sélido delimitado por superficies esféricas e conicas, apenas os

estuante A12, apresentou resolucao (Figura 11).

Figura 11: Registro do estudante A12

sélido limitado acima pela esfera x* +y2 + 22 = 9 ¢ abaixo pelo

Fonte: Dados da pesquisa (2024).
O estudante usou o registro grafico para esbogar a regido de integracao, fazendo assim
uma conversao entre o registro algébrico e grafico, em seguida, montou a integral usando a
Mudanca de Coordenadas Esféricas, utilizando o registro algébrico em uma nova conversao,
além disso o estudante realiza manipulagdes algébricas. Apesar de ndo ter encontrado a
reposta correta, o estudante mostrou dominar o conteildo ao conseguir percorrer por trés
registros de representacdo de forma correta. A capacidade de A12 em realizar manipulagdes

algébricas indica que o estudante é capaz de fazer tratamentos dentro do registro algébrico.
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Isso ¢ um indicativo de compreensdo e habilidade matematica com o registro de tratamento
considerado com menos dificuldades em relagdo ao registro de conversdo, mesmo que a

resposta final ndo tenha sido correta.

Em resumo, a analise das resolucdes revela uma tendéncia comum entre os estudantes:
pelo menos oitos estudantes conseguem utilizar o registro grafico para compreender a
questdo, mas falham na transicdo para o registro algébrico. Isso sugere a necessidade de
praticas de ensino focadas em fortalecer essa conversdao entre registros, possivelmente com
tarefas que integrem visualizagcdes com calculos algébricos passo a passo. O trabalho com
multiplos registros de representacdo, conforme proposto por Duval (2009), é importante para
a compreensdo de conceitos matematicos. Sao importantes as situagdes de aprendizagem que
enfatizem essas transi¢oes, utilizando representagdes multiplas e explicitas para melhorar a
fluéncia entre os diferentes registros semidticos. A importancia da integragdo de diferentes

registros e da utilizagdo de metodologias inovadoras ¢ corroborada pelos estudos de

Menoncini (2018), Silva (2019), Thieghi (2021) e Almeida (2021).

2.6 Integracdo entre Evidéncias Teodricas e Resultados Empiricos nos Processos de

Ensino e de Aprendizagem de Mudan¢a de Coordenadas

Esta secdo busca articular os principais achados da revisdo bibliografica, realizada no
estudo preliminar da pesquisa (Artigo 1), com os resultados obtidos a partir das analises das
resolucdes dos estudantes no teste diagndstico, conforme descrito neste artigo. Essa
comparagdo visa destacar as convergéncias e divergéncias entre as evidéncias tedricas e os
dados empiricos, evidenciando implicagdes para a pratica educativa no ensino de Mudanca de
Coordenadas em Integrais Multiplas. A andlise enfatiza aspectos criticos que podem
influenciar a compreensdo dos estudantes, além de sugerir estratégias pedagdgicas eficazes

para abordar essas transformagdes geométricas no contexto das Integrais.

Estudos prévios destacam que as dificuldades na visualizagdo geométrica e na
compreensdo dos processos de integracdo limitam a formacao de conceitos e que a conversao
entre diferentes registros de representagdo semiodtica, especialmente entre os registros grafico
e algébrico, representa uma das maiores dificuldades enfrentadas pelos estudantes. Cometti
(2018) e Ragoni (2021) apontam que essa conversdo ¢ uma das atividades cognitivas mais
desafiadoras no ensino de Calculo. O uso de tecnologias digitais, como o GeoGebra, foi

destacado por Thieghi (2021) e Ragoni (2021) como uma ferramenta capaz de facilitar essa



conversao, ajudando os estudantes a visualizarem e interagirem com as superficies
envolvidas, o que potencializa a compreensdo dos conceitos envolvidos. A integragdo dessas
tecnologias no ensino visa fortalecer a habilidade dos estudantes em transitar entre
representacdes visuais e algébricas, conforme discutido por Silva (2019) e Rocha (2019), que
enfatizam a importancia de praticas de ensino que incentivem o uso de multiplos registros de

representacao.

Os resultados do teste diagnostico implementado aos estudantes, conforme analisado,
corroboram, em parte, as evidéncias teoricas relatadas na literatura. Os resultados revelaram
que a transi¢cdo entre sistemas de coordenadas, como cartesianas para polares ou cilindricas,
ainda apresentam desafios significativos. A falta de uma base s6lida em conceitos prévios de

Algebra e Geometria também foi apontada como uma dificuldade recorrente.

Na primeira tarefa, por exemplo, que exigia a conversdo de uma regido delimitada por
circunferéncias do Plano Cartesiano para Coordenadas Polares, oito dos doze estudantes
conseguiram realizar o calculo da Integral Dupla, mas muitos apresentaram dificuldades na
representacdo grafica correta da regido de integracdo, como também identificou Cometti
(2018) em seu estudo. Isso mostra a dificuldade que os estudantes enfrentam ao realizarem a
transicdo entre os registros graficos e algébricos, como também discute Duval (2009), que
destaca a complexidade dessa conversdo como uma das atividades cognitivas menos

espontaneas e mais dificeis de adquirir.

Na segunda tarefa, que envolvia a medida do calculo do volume de uma piscina
circular com profundidade variavel utilizando coordenadas polares, os resultados evidenciam
essa dificuldade. Apenas um estudante conseguiu realizar a conversdo correta do registro
gréafico para o algébrico. Essa limitacdo reforca a necessidade, identificada por Thieghi (2021)
e Cometti (2018) em seus estudos, de fortalecer o trabalho com multiplos registros e o uso de
tecnologias que possibilitem a visualizacdo de situagdes tridimensionais complexas. As
tecnologias digitais, como o GeoGebra, desempenham um papel importante ao auxiliar os

estudantes na visualizacao e manipulagdo de representacdes tridimensionais.

Os resultados da terceira tarefa, que exigia o uso de coordenadas cilindricas para
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calcular a medida do volume de um solido, continuaram a reforgar essas dificuldades. Trés
estudantes conseguiram realizar a conversdo entre os registros graficos e algébricos. Essa
dificuldade foi também identificada nos estudos feitos por Silva (2019) e Rocha (2019), que
discutem como a transi¢do para a compreensdao de formas tridimensionais ¢ um desafio no
ensino de Calculo. Ragoni (2021) aponta que a falta de pratica com representacdes
tridimensionais e sua conversdo para o registro algébrico limita a fluéncia dos estudantes na

resolucao de problemas, o que foi evidenciado nessa tarefa.

Na quarta tarefa, que envolve a determinagdo dos limites de integragdo para uma
regido tridimensional, apenas dois estudantes conseguiram realizar, corretamente, a transicao
entre os registros graficos e algébricos. Isso corrobora as observacdes de Cometti (2018), que
enfatiza a dificuldade em coordenar multiplos registros de representacdo, especialmente em
contextos tridimensionais. Mota (2021), em seu estudo, discute que a coordenagdao de
registros visuais e algébricos € essencial para a constru¢do do conhecimento matematico e que

praticas pedagogicas devem promover essa transi¢ao de forma continua.

A quinta e ultima tarefa, que envolve o uso de coordenadas esféricas para calcular o
volume de um so6lido delimitado por uma esfera e um cone, revelou-se o maior desafio para os
estudantes. Apenas um participante conseguiu realizar, corretamente, a conversiao entre o
registro grafico e o algébrico, o que evidencia a complexidade do problema. Isso confirma as
observagdes de Cometti (2018), que discute a necessidade de desenvolver habilidades de
visualizacdo tridimensional e fluéncia na manipulagdo de representagdes complexas. Essa
tarefa, em particular, mostrou como a falta de pratica e de ferramentas adequadas para

visualizagdo tridimensional impactam diretamente no desempenho dos estudantes.

Os resultados do teste diagnostico refletem as dificuldades teoricas identificadas na
revisdo bibliografica, evidenciando a necessidade de praticas de ensino que integrem
tecnologias digitais para facilitar a transi¢do entre registros de representa¢do semiotica.
Thieghi (2021), Almeida (2021) e Pavanelo e Lima (2017) defendem que o uso de
ferramentas como o GeoGebra pode auxiliar na superagdo dessas dificuldades cognitivas, ao
permitir que os estudantes visualizem e interajam com as superficies de integracdo de maneira
dindmica. A interatividade e o dinamismo proporcionados por essas tecnologias tornam o
processo de aprendizagem mais fluido e envolvente, possibilitando uma melhor compreensdo

dos conceitos envolvidos nas Mudancas de Coordenadas e Integrais Multiplas.



2.7 Consideracgoes finais

O estudo apresentado visou investigar a capacidade dos estudantes em transitar entre
diferentes registros de representagdo semidtica durante a resolucao de problemas envolvendo
Integrais Multiplas, utilizando sistemas de Coordenadas Polares, Cilindricas e Esféricas. Essa
investigacdo revelou as dificuldades e competéncias dos estudantes, que sdo essenciais para

aprimorar as praticas de ensino de Calculo Integral em cursos de Licenciatura em Matematica.

Inicialmente, observou-se que a maioria dos estudantes conseguem utilizar o registro
grafico para compreender os problemas propostos, evidenciando uma facilidade em visualizar
as regides de integracdo. No entanto, foi identificado que outros enfrentam desafios
significativos ao converter esses registros de representacao grafica em registros algébricos, o
que indica uma dificuldade em manipular expressdes matematicas dentro do contexto
tridimensional. Esse resultado sugere que, apesar de os estudantes terem uma boa intui¢ao
visual, a transi¢do para uma formulacdo mais abstrata, necessaria para a solug¢ao algébrica dos

problemas, ainda requer maior énfase nas praticas educativas.

Esses achados corroboram com a TRRS, que postula que a compreensdao matematica
plena exige a fluéncia na conversdo entre diferentes registros. A dificuldade observada na
conversao do registro grafico para o algébrico aponta para a necessidade de desenvolver
tarefas que promovam essa transi¢do de forma mais assertiva. Tarefas que integrem
visualizagdes com célculos algébricos passo a passo podem ser especialmente Uteis para

solidificar a compreensdo dos conceitos matematicos envolvidos.

Os resultados nos fazem refletir na hipotese de que as tecnologias educacionais, como
o GeoGebra, podem auxiliar na visualizagdo e manipulacdo das Integrais Multiplas em
diferentes sistemas de coordenadas. O uso de tais ferramentas pode permitir aos estudantes
explorar os conceitos matematicos de forma mais interativa e dindmica, o que pode facilitar a
compreensdo dos contetidos e estimular o interesse pela Matematica. No entanto, € necessario
que os professores estejam preparados para integrar essas tecnologias de forma eficaz no
curriculo, garantindo que seu uso esteja alinhado com os objetivos de aprendizagem e que os

estudantes sejam orientados a utilizd-las como complemento, e ndo como substituto, para o
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pensamento critico e analitico.

Esse estudo levanta questdes importantes para pesquisas futuras. Uma delas diz
respeito a investigacao de estratégias pedagogicas que possam melhorar a conversao entre os
registros de representacao semiotica, particularmente entre os registros graficos e algébricos.
Outra linha de pesquisa relevante diz respeito a explorar o impacto do uso de tecnologias
educacionais no desenvolvimento dessas habilidades, avaliando o uso de diferentes

ferramentas e abordagens no ensino de Calculo.

Por fim, o estudo contribui para a compreensdo das dificuldades e desafios enfrentados
pelos estudantes no emprego de Integrais Multiplas em diferentes sistemas de coordenadas,
destacando a importancia da fluéncia entre diferentes registros de representacdo semiotica. As
implicagdes didaticas discutidas oferecem subsidios para a implementacdo de praticas
educacionais, que podem levar a uma melhoria na compreensao dos conceitos matematicos e

na capacidade dos estudantes de resolver problemas complexos no campo da Matematica.

2.8 Referéncias

ALMEIDA, Carolina Ribeiro de. Gestdo de Tarefas e Desenvolvimento de Crivos de
Superficies Utilizando o software Maple: Uma Proposta para o estudo de Célculo de Integrais
Multiplas no Ensino Superior. 2021 206 f. Dissertacdo (Mestrado em Educacdo em Ciéncias e
Matematica) - Universidade Estadual De Santa Cruz. Ilhéus.

ARTIGUE, Michele. Engenharia Didactica, In: BRUN, J. Didactiques des Mathématiques,
Paris: Delachaux et Niestlé, 1996, p. 243-364.

COMETTI, Anténio Marcio. Discutindo o ensino de Integrais Multiplas no cdlculo de varias
variaveis: contribuigdes do GeoGebra 3D para a aprendizagem. 2018. 193 f. Dissertagdo
(Mestrado em Educacdo Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Exatas e Bioldgicas.
Universidade Federal de Ouro Preto. Ouro Preto.

DENARDI, Vania Bolzan. Contribui¢oes das representagoes semioticas para compreensao
de conceitos fundamentais para o calculo diferencial e integral por alunos de um curso de
licenciatura em Matematica. 2019. 285f. Tese (Programa de Pds-Graduagao em Ensino de
Ciéncias e Matematica) - Universidade Franciscana, Santa Maria.

DUVAL, Raymond. Semiosis e pensamento humano: Registros semioticos e aprendizagens
intelectuais. Trad. Lénio Fernandes Levy e Marisa Rosani Abreu Silveira. Sdo Paulo: Editora
Livraria da Fisica, 2009.

DUVAL, Raymond. Registros de Representacdo semidtica e funcionamento cognitivo do
pensamento. Trad. Méricles Thadeu Moretti. Revemat, v. 7, n. 2, p. 266-297, 2012.



IRIAS, Dianis Ferreira; VIEIRA, Josislei Passos; MIRANDA, Paula Reis de; SILVA, Rafael
Cazal; Célculo Diferencial e Integral: analisando as dificuldades dos alunos de um curso de
licenciatura em matematica. Revista de Educacdo Matematica da UFOP, Vol 1., 2011.

JAHN, Ana Paula; KARRER, Monica. Transformag¢des lineares nos livros didaticos: uma
andlise em termos de registros de representacao semiotica. Educacdo matematica em revista,

Recife/PE, Ano 11, n.17, p.16-28, 2004.

MACEDO, Josué Antunes; GREGOR, Isabela Cristina Soares. Dificuldades nos processos de
ensino e de aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral. Educa¢do Matematica Debate,
Montes Claros, v. 4, n. 10, p. 1-24, 2020.

MENONCINI, Lucia. O jogo das operacoes semioticas na aprendizagem da integral definida
no calculo de area. 2018. 228 f. Tese (Doutorado) - Curso de Programa de P6s-Graduagdo em
Educagao Cientifica e Tecnoldgica, Universidade Federal de Santa Catarina. Florianopolis.

MOTA, Janine Freitas. Um estudo ontossemiotico sobre os conhecimentos didatico-
matematicos de aplicagoes da Integral Definida com estudantes de Matematica. 2021. 291f
Tese (Doutorado em Educagdo Matematica) Faculdade de Ciéncias Exatas e Tecnologia,
Pontificia Universidade Catdlica de Sao Paulo. Sdo Paulo.

PAVANELO, Elisangela.; LIMA, Renan. Sala de Aula Invertida: a andlise de uma
experiéncia na disciplina de Calculo 1. Bolema: Boletim de Educagdo Matemdtica, v. 31, n.
58, p. 739-759, 2017.

RAGONI, Vitor Ferreira. 2021. Expandindo telas e contando experiéncias em educac¢do
matematica com o geogebra: da sensibilidade do toque a producdo de conceitos de integrais
duplas com o smartphone. Dissertacdo (Mestrado em Educacdo Matematica) - Universidade
Federal de Mato Grosso do Sul. Campo Grande.

ROCHA, Fredson Valois Coutinho da. 4 utiliza¢do do GeogGebra no estudo dos conceitos de
limite, derivada e integral definida. 2019 96 f. Dissertagdo (Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional) - Universidade Federal do Vale do Sao Francisco. Rio de
Janeiro.

RODRIGUES, Luciana Avila; NEVES, Regina Silva Pina. O Calculo Diferencial e Integral
na Universidade de Brasilia: estratégia metodologica em estudo. Revista de Ensino de
Ciéncias e Matematica, Sao Paulo, v. 10, n. 2, p. 97-111, 2019.

ROSA, Ellen Caroline Costa Santa; DA SILVA, Daniel Leite Mesquita; BARROS, André
Vinicius Mendes; DO AMARAL, Tatiane Reis; LEITE, Neila Marcelle Gualberto. O
panorama das atividades nao presenciais relativas ao Pré-Calculo e Calculo I no IFNMG -
Campus Montes Claros. Revista Foco, [S. 1], v. 16, n. 8, p. 2824, 2023.

SILVA, Rodrigo Tavares da. Atividades para o estudo de integrais em um ambiente de ensino
hibrido. 2019. 128 f. Dissertagdo (Mestrado em Ensino de Matematica) - Universidade

75



76

Tecnoldgica Federal do Parana. Londrina.

STEWART, James. Cdlculo: volume 2. Traducao: EZ2 Translate. 7* ed. Sdo Paulo: Cengage
Learning, 2013.

THIEGHI, Leila Thomazelli. Utilizagdo do aplicativo “Waze” no calculo de distancia através
da integral definida. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 43, p. €20210020, 2021.



ARTIGO 3

O papel dos registros de representacao na Mudanca de
Coordenadas em Integrais Multiplas

The Role of Representational Registers in Multiple-Integral Coordinate
Change

Resumo: O artigo ¢ orientado pelo objetivo de analisar conhecimentos mobilizados por
estudantes ao resolver uma sequéncia de tarefas, que utiliza diferentes registros de
representa¢do sobre Mudanca de Coordenadas em Integrais Multiplas. Para tanto, foi
elaborada e implementada uma sequéncia de tarefas para oito académicos do 5° ao 8° periodo
da Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual de Montes Claros. Os estudantes
apresentaram progresso no tratamento dentro dos registros, especialmente ao utilizar o
GeoGebra para representar graficamente regides e soélidos no espago tridimensional. No
entanto, dificuldades persistiram na conversdo entre registros, especialmente ao alternar do
registro grafico para o algébrico. Essa dificuldade foi mais evidente em tarefas que visam a
formulacdo de integrais triplas, nas quais os participantes apresentaram inconsisténcias nos
limites de integragao.

Palavras-chave: Calculo Integral. Mudanga de Coordenadas em Integrais Multiplas. Registro
de Representagdo Semidtica.

Abstract: The article aims to analyze the knowledge mobilized by students when solving a
sequence of tasks that uses different representation registers on Change of Coordinates in
Multiple Integrals. To this end, a sequence of tasks was designed and implemented for eight
students from the 5th to 8th period of the Mathematics Degree at the State University of
Montes Claros. The students showed progress in the treatment within the registers, especially
when using GeoGebra to graphically represent regions and solids in three-dimensional space.
However, difficulties persisted in the conversion between registers, especially when switching
from the graphic to the algebraic register. This difficulty was more evident in tasks aimed at
the formulation of triple integrals, in which the participants presented inconsistencies in the
integration limits.

Keywords: Integral Calculus. Change of Coordinates in Multiple Integrals. Record of
Semiotic Representation.

3.1 Introducio

O ensino de Célculo Diferencial e Integral, especialmente no contexto das Integrais
Multiplas e Mudangas de Coordenadas, apresenta desafios que vao além do emprego de

regras matematicas. Dentre esses desafios, destaca-se a necessidade de compreender conceitos
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que exigem visualizacdo espacial e a capacidade de alternar entre diferentes formas de
representacdo, especialmente em contextos tridimensionais, como graficos, expressoes
algébricas e descricdes geométricas. Esses processos sdo fundamentais para a aprendizagem
de transformacdes como a Mudanca de Coordenadas em contextos tridimensionais, que

incluem sistemas cilindricos e esféricos.

A Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica (TRRS), proposta por Raymond
Duval (2003, 2009, 2011, 2012), oferece um referencial tedrico importante para analisar essas
dificuldades no ensino de Matematica. De acordo com essa teoria, a compreensao de
conceitos matematicos exige que os estudantes ndo apenas manipulem representagcdes dentro
de um mesmo registro, mas também realizem conversdes entre diferentes registros de forma
articulada. No caso das Mudangas de Coordenadas, isso significa interpretar e conectar
representacdes graficas das regides de integracdo com suas correspondentes formulagdes
algébricas. Contudo, como apontam Cometti (2018) e Ragoni (2021), essa transi¢do entre
registros ndo ¢ um processo espontaneo, sendo frequentemente identificada como uma das

maiores dificuldades enfrentadas pelos estudantes.

Nesse contexto, o uso de tecnologias digitais, como o GeoGebra, tem sido amplamente
reconhecido por sua capacidade de facilitar a visualizagdo e a manipulacdo de objetos
matematicos. Estudos como os de Pavanelo e Lima (2017), Thieghi (2021), Almeida (2021),
Mota (2021) indicam que o GeoGebra permite aos estudantes interagirem de forma dindmica
com representacdes algébricas e geométricas, auxiliando na superagdo de barreiras cognitivas
e promovendo a integragdo entre registros de representagdo. Essa abordagem ndo apenas torna
o aprendizado mais acessivel, mas também, potencializa a compreensdo dos conceitos
relacionados as Mudangas de Coordenadas e Integrais Multiplas. Ao integrar aspectos
algébricos e geométricos, ferramentas como o GeoGebra permitem visualizar figuras em duas
e trés dimensdes, destacando como essas representagdes geométricas sao alteradas em tempo

real a medida que suas representagdes algébricas sao modificadas.

O estudo apresentado neste artigo tem como objetivo analisar conhecimentos
mobilizados por estudantes ao resolver uma sequéncia de tarefas, que utiliza diferentes
registros de representagdo, sobre Mudan¢a de Coordenadas em Integrais Multiplas. Nesta
secdo apresentaremos a justificativa do estudo, trazendo elementos relativos ao ensino do

Calculo com o auxilio de tecnologias digitais.



O estudo aqui apresentado faz parte de uma pesquisa mais ampla em que foram
levantadas dificuldades relativas a aprendizagem de Integrais Multiplas, com uma revisao de
literatura. Em seguida, foi implementada uma atividade diagnostica com o objetivo de
analisar conhecimentos mobilizados por estudantes ao resolver uma sequéncia de tarefas,
que utiliza diferentes registros de representagdo, sobre Mudan¢a de Coordenadas em

Integrais Multiplas.

Os resultados do teste diagnostico revelaram que as dificuldades enfrentadas pelos
estudantes ao trabalhar com Mudanca de Coordenadas em Integrais Multiplas estdo, em
grande parte, associadas a conversdo entre diferentes registros de representacdo semiotica.
Embora alguns tenham evidenciado habilidade inicial em interpretar representagdes graficas,
muitos enfrentaram problemas significativos ao converter essas representagdes em expressoes
algébricas, evidenciando fragilidades na coordenacdo entre os registros. Além disso, a
visualizacdo tridimensional e a interpretacdo de regides geométricas complexas apresentaram
desafios consideraveis, comprometendo a compreensdo ¢ o desenvolvimento de calculos de
integrais em contextos que exigem maior abstracdo. Esses achados reforcam a necessidade de
estratégias pedagogicas que integrem multiplos registros e promovam praticas que articulem
visualiza¢des geométricas e operagdes algébricas. Nesse contexto, ferramentas digitais como
0 GeoGebra se apresentam como aliados importantes para superar esses problemas,
facilitando a constru¢do de significados e permitindo uma abordagem mais integrada e

dindmica para a aprendizagem de conceitos relacionados as Integrais Multiplas.

A proposta do estudo foi desenvolvida com base nas dificuldades e limitacGes
identificadas com a revisao de literatura e no texto diagndstico ja realizados. A sequéncia de
tarefas foi implementada com a colaboragdo de oito académicos matriculados entre o 5° e §°

periodos de Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual de Montes Claros.

Destacamos que o estudo passou pela anélise e aprovagio do Comité de Etica e
Pesquisa (CEP) da Universidade, tendo sido considerado aprovado, conforme parecer
consubstanciado sob a indicag¢do n°® 6.238.670, de 14 de agosto de 2023, e com Certificado de
Apresentagdo de Apreciagio Etica (CAAE) n° 72823723.5.0000.5146, por respeitar os

preceitos éticos da pesquisa envolvendo seres humanos.
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Além da Introdugdo, que apresenta o tema e contextualiza o leitor quanto ao objetivo
do estudo, organizamos este artigo em seg¢des: Mudanca de Coordenadas em Integrais
Multiplas, em que se explora os principais aspectos da Mudanga de Coordenadas em Integrais
Multiplas, destacando as transformagdes mais comuns e os desafios conceituais associados a
sua aplica¢do no ensino e na aprendizagem; Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica
e a Educacdo Matematica; Metodologia e Analise. Ao final, sdo apresentadas as

consideragdes finais.

3.2 Mudanca de Coordenadas em Integrais Miltiplas

A Mudanga de Coordenadas ¢ uma importante ferramenta no estudo de Integrais
Multiplas, especialmente ao lidar com problemas complexos que demandam simplificagao
para facilitar o processo de integracdo’. Esse recurso permite reinterpretar a regido de
integracdo e as fungdes envolvidas em um novo sistema de coordenadas, mais adequado a

geometria do problema.

Na mudanga de variavel em Integrais de uma variavel, introduz-se uma nova variavel
com o objetivo de simplificar o processo de integracdo, facilitando a avaliagdo de integrais
mais complexas. Esse procedimento requer a substituicdo da variavel e a adaptacao do
diferencial correspondente. Entretanto, ao se tratar de Integrais Multiplas, a mudanca de
variaveis apresenta um nivel de complexidade superior devido ao fato de estar em duas ou
trés dimensdes. Nessa situacdo, ¢ fundamental considerar o uso do jacobiano da
transformagdo, o qual permite ajustar corretamente o diferencial no novo sistema de
coordenadas. Além disso, a escolha das novas varidveis deve assegurar a preservagdo das
relagdes geométricas do problema, demandando, assim, melhor compreensdao da geometria

que envolve o calculo das integrais.

As mudangas de coordenadas sejam elas polares, cilindricas ou esféricas, evidenciam a
complexidade envolvida no processo de transicdo entre diferentes sistemas de referéncia.
Essas transformacdes exigem nao apenas o dominio das formulas e calculos associados, mas
também, uma compreensao geométrica das relagdes envolvidas e a capacidade de articular

representacdes algébricas, graficas e geométricas de maneira integrada.

No sistema em Coordenadas Polares, segundo Stewart (2013), um ponto P com

70 processo de integragdo refere-se a um conjunto de técnicas matematicas utilizadas para calcular a integral de
uma fungdo.



coordenadas retangulares (x,y) tem por coordenadas polares (r,8), onde r ¢ a distancia do
ponto P a origem e 8 ¢ o angulo formado pela semirreta positiva das abscissas e o segmento

de reta que liga a origem ao ponto P.
Ainda, segundo Stewart (2013), esta Mudanga de Coordenadas ¢ dada por
(x,y) = (rcos 6,rsen 9)

onde r = 0 e 6 varia num intervalo da forma [8,, 8, + 2m[, onde 8, ¢ um angulo fixado.
Figura 1: Coordenadas Polares

YA

P(r,0)=P(x,y)

\\“ 0 2
(0] X

Fonte: Stewart (2013, p. 895)

=Y

O jacobiano da aplicagdo g ¢ dado por

a(x,y) _ cos@ —rsenf _
a(r,0) senf rcos@

Entdo, segundo Stewart (2013), se f ¢ uma fun¢do continua no retangulo polar R dado

pr0<a<r<b,a<0<pf,onde0<pf—ac<?2nm,entdo

B (b
f f(x,y)dxdy = f f f(rcosB,rsenf)r drdf.
R a a

Quanto as Coordenadas Cilindricas, segundo Stewart (2013), um ponto P de
coordenadas (x,y,z) tem coordenadas cilindricas (r,8,z), onde r ¢ 8 sdo as coordenadas

polares da projecao de P no plano xy.
Ainda, segundo Stewart (2013), essa Mudanga de Coordenadas ¢ dada por

9g(x,y,z) = (r cosf,r senb, z)
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onde r > 0, 6 varia num intervalo da forma [6,, 8y + 27| € z no intervalo —oo < z < +o00.

Figura 2: Coordenadas Cilindricas
ZA

* P(r, 0, :z)

T

» (1, 0, 0)
Fonte: Stewart (2013, p. 923)

O jacobiano da aplicag¢do g ¢ dado por

a(x,v,2) cosf —rsenf 0
— = |senf rcos® O|=r(cos?8 +sen?d) =r.
da(r,0,z) 0 0 1

Entdo, segundo Stewart (2013), se f ¢ uma fungao continua no sélido E, com
E={(x,y,2);(x,y) € Ru(x,y) <z <u,(x,y)}, entdo

uy(rcos 0,rsen@) B rb
j- j- f (rcos 0,rsenf,z)r drdfdz.
a a

uq(rcos 0,rsen 6)

fEf fCry, z)dxdydz =

J4 para as Coordenadas Esféricas, conforme Stewart (2013), um ponto P de
coordenadas retangulares (x,y,z) tem por coordenadas esféricas (p,6,¢), onde p ¢é a
distancia do ponto P a origem, 8 ¢ o dngulo formado pelos valores positivos da abcissa e o
segmento de reta que liga (0,0) a (x,y), e é o angulo formado pela semirreta positiva da cota

e o segmento de reta que liga P a origem.
Ainda segundo Stewart (2013) esta Mudanca de Coordenadas ¢ dada por

9(x,y,z) = (p seng cos6, p sen¢ senb, p cosep)

onde p > 0,0 < ¢ < m e 6 varia num intervalo da forma [6,, 6, + 2m].



Figura 3: Coordenadas Esféricas
ZA

'P(p9 0’ ¢)

//8) 3

Fonte: Stewart (2013, p. 927)

Neste caso, o jacobiano da aplicacdo g ¢ dado por

sen¢ cos@ —p seng senf p cos¢ cosO
seng senf  pseng cos@  p cosp senb| = p?sendg.
cosp 0 —p seng

0(x,y,2)
0(p.6,9)

Logo, se f ¢ continua em Q

fff f(x,y, 2)dxdydz =

9(Q)
d B b
= f f f f(p sene cos6, p seng senb, p cos¢p)p?seng dpdfdep
c a a

onde Q é uma cunha esférica dada por Q = {(p,0,¢);a <p <b,a <0 <B,c < ¢ < d}.

A préxima se¢do discute as contribuicdes da Teoria dos Registros de Representacao
Semiotica (TRRS) para compreender e abordar as dificuldades enfrentadas nesse processo.
3.3 Teoria dos Registros de Representaciao Semiotica e a Educacio Matematica

O estudo baseia-se fundamentalmente na Teoria dos Registros de Representacdo
Semidtica de Raymond Duval (2003, 2009, 2011, 2012). O autor argumenta que a formacao
de conceitos matematicos complexos, como aqueles envolvidos na Mudanga de Coordenadas

e no Calculo Integral ¢ facilitada usando-se dois ou mais registros de representacao.

Duval (2003) argumenta que realizar pelo menos uma operacdo cognitiva fundamental
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de conversdo ¢ uma condicdo necessaria para que ocorra a aprendizagem em Matematica. No
entanto, isso ndo ¢ suficiente para que um estudante aprenda um conteudo, segundo esse
pesquisador. O estudante precisa absorver as trés atividades cognitivas fundamentais,
presentes em um sistema semiotico, quais sejam: operagdes de formagdo de uma
representacdo que identifica o objeto matematico; operagdes de tratamento inerentes a
registros de um mesmo sistema semidtico; e operagdes de conversdo efetuadas quando
lidamos com registros de sistemas semidticos diferentes (Duval, 2009). A compreensdo exige
que os estudantes saibam interpretar, manipular e alternar diferentes formas de representagao

semiotica.

Duval (2003) busca explicar os processos cognitivos que favorecem a compreensao da
Matematica em contextos de ensino. Segundo o autor, ha grandes desafios na compreensao
dos objetos matemadticos, muitas vezes acompanhados de incongruéncias, especialmente
quando se trata de representa-los. Esses objetos ndo s3o, em sua maioria, diretamente
observaveis ou concretos. Assim, as representacdes tornam-se um meio essencial para acessa-

los € compreendé-los.

Duval (2009, p. 17) destaca a lei fundamental que rege o funcionamento cognitivo do
pensamento: “Nao ha noésis (aquisicao conceitual de um objeto) sem semidsis (apreensao ou
produgdo de uma representacdo semidtica)”. Essa afirmagdo evidencia a importancia dos

sistemas semioticos como meios para a constru¢ao de conceitos matematicos.

Segundo Duval (2011), os signos e as representagdes tém a funcdo de trazer a tona o
que esta ausente ou de transmitir um pensamento que nao € evidente para todos. No campo da
Matematica, hd uma ampla diversidade de representacdes semioticas disponiveis, como a
lingua natural, gréficos, linguagem algébrica, figuras geométricas, entre outras. Essas
representacdes desempenham um papel fundamental para facilitar a compreensdo dos

conteudos matematicos.

De acordo com Duval (2009), a aquisi¢do conceitual, envolvendo a mobilizagdo e a
articulacdo dos registros de representagdo, exigem a compreensdo de duas atividades

cognitivas fundamentais: o tratamento e a conversao.

No que se refere ao tratamento, pode-se entender essa atividade cognitiva como o
processo de transformar uma representagdo semidtica em outra, mantendo-se dentro do

registro de representacdo. Segundo Duval (2009, p. 57), “um tratamento ¢ uma transformacgao



de representacdo interna a um registro de representacdo ou a um sistema”. No Quadro 1,

apresentamos um exemplo dessa atividade cognitiva.

Quadro 1: Exemplo de tratamento

Determine a intersecg¢do entre o cone z = /x2 + y? ¢ o plano z = 4.

Solugdo:
x?+y2=4
2
( [x2 +yz) _ 42
X2 +y?% = 42

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
Observe que a solucdo é expressa no registro algébrico, em que sdo realizadas
transformagdes internas dentro desse mesmo registro. Inicia-se no registro algébrico e chega-

se ao resultado sem transitar por outros registros de representagao.

Duval (2009, p. 57) destaca um exemplo pratico da atividade de tratamento: “A
parafrase ¢ uma transformacdo interna ao registro do discurso da lingua natural: ela
‘reformula’ um enunciado dado em outro seja para substitui-lo seja para explica-lo”. Ou seja,
mesmo dentro do registro de representacdo em lingua natural, podemos perceber exemplos de

tratamento.

Duval (2012), destaca que cada registro de representacdo possui regras especificas de
tratamento, que variam em natureza e¢ quantidade de acordo com o registro. Ele aponta que
essas regras incluem, por exemplo, derivagdo, coeréncia temdatica, associagdes por
contiguidade e similitude. No caso do registro da lingua natural, hd muitas regras externas
para a conformidade, mas relativamente poucas regras de tratamento externas para a expansao

discursiva de um enunciado completo.

A conversao se refere a transformacao de registros de representagdes diferentes de um
mesmo objeto. Duval (2009, p. 59) define conversdao como sendo “uma transformac¢do externa

ao registro de representacao de partida”.
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A conversdo ocorre de maneira autobnoma e distinta do tratamento. E essencial
observar essa diferenga nos processos de ensino e aprendizagem de diversos conceitos
matematicos. Duval (2009, p. 59-60) oferece um exemplo que nos permite refletir sobre os

momentos e as formas em que essa dindmica se manifesta com o calculo numérico:

Por mais que eles saibam efetuar a adicdo de dois niimeros com sua escritura
decimal e com sua escritura fracionaria, certos alunos ndo se preocupam de forma
alguma em pensar em converter a escritura decimal de um niimero em sua escritura
fracionaria (e reciprocamente), ou mesmo fracassam quando se asseguram que isto é
necessario no desenvolvimento de um calculo. Na realidade, a escritura decimal, a
escritura fraciondria e a escritura com exposi¢do constituem trés registros diferentes
de representac@o de niimeros.

A seguir apresentamos um exemplo da atividade cognitiva de conversao:

Figura 4: Exemplo de conversio

7 =Jx2 + yz Registro Algébrico

CONVERSAO

Registro Figural

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

No exemplo (Figura 4), podemos perceber a transi¢do da expressdao algébrica, que
representa o cone, para a representacdo grafica, ou figural, do mesmo objeto e vice-versa. Ou
seja, ha a alternancia de dois tipos de representagdo, caracterizando a atividade cognitiva de

conversao.

A teoria sugere que a conversao entre esses registros nao ¢ uma habilidade automatica
para os estudantes, exigindo, portanto, praticas didaticas intencionais que promovam esse tipo
de transicdo. Uma dificuldade frequente entre os estudantes ¢ a incapacidade de perceber as
conexoes entre os registros, o que limita a sua capacidade de resolver problemas e interpretar

conceitos.



No caso especifico das Mudangas de Coordenadas (polares, cilindricas e esféricas) no
Célculo Integral, a necessidade de multiplos registros de representacdo torna-se ainda mais
evidente. Os estudantes ndo apenas precisam entender as representagdes simbolicas dos
elementos envolvidos (as fungdes e os limites de integragdo), mas também, visualizar e
manipular geometricamente as regides no plano ou no espago tridimensional. O uso de
ferramentas digitais, como o aplicativo GeoGebra, pode potencializar esse processo ao
permitir que os estudantes manipulem visualmente objetos matematicos, facilitando a
conversao entre diferentes registros. Segundo Duval (2009), a interagdo com essas
representacdes visuais pode acelerar a compreensao e melhorar a retengdo de conceitos, desde

que seja devidamente orientada e estruturada.

Na secdo seguinte, serd apresentada uma estrutura metodoldgica do estudo, que

incorpora elementos da Engenharia Didatica.

3.4 Metodologia

O estudo ¢ de natureza qualitativa, com uma abordagem descritiva e exploratoria. Seu
objetivo central ¢ analisar conhecimentos mobilizados por estudantes ao resolver uma
sequéncia de tarefas, que utiliza diferentes registros de representacdo sobre Mudanga de
Coordenadas em Integrais Multiplas. As tarefas sdo resolvidas com o apoio do GeoGebra, que
potencializa a visualizagdo. O estudo busca discutir como os estudantes alternam os registros
de representagdo, evidenciando as estratégias empregadas e as dificuldades enfrentadas

durante o processo de resolugao.

A metodologia utilizada ampara-se em pressupostos da Engenharia Didatica.
Conforme descrito por Artigue (1996), a Engenharia Didatica surgiu no ambito da Didatica da
Matematica, sob influéncia francesa, no inicio dos anos de 1980. Essa metodologia foi
idealizada para promover uma abordagem particular ao ensino. Caracteriza-se pela atencdo na
estruturacao dos procedimentos metodologicos da pesquisa, envolvendo etapas que vao desde
a fundamentagdo teodrica até¢ a experimentacdo. Um dos aspectos dessa metodologia ¢ sua
capacidade de articular o componente tedrico da pesquisa com a aplicacdo na educacgao,

evidenciando suas especificidades.
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De acordo com Artigue (1996), a Engenharia Didatica ¢ estruturada em quatro fases
que, ndao necessariamente, ocorrem de forma linear. Muitas vezes, € necessario integrar e até
sobrepor essas etapas para otimizar o processo. Em uma primeira fase, de analises prévias,
procura-se compreender o contexto educacional, identificando barreiras que dificultam a
aprendizagem. A partir dessa andlise, na concepg¢do e andlise a priori, sdo planejadas tarefas
que levam em conta possiveis dificuldades dos estudantes. A fase de experimentagdo consiste
na implementagao dessas tarefas, ajustando-se com base nas interagdes observadas. Por fim, a
analise a posteriori compara os resultados obtidos com a visdo inicial, possibilitando

reflexdes sobre o processo.

Nos artigos anteriores, foram desenvolvidas e detalhadas as duas primeiras fases da
Engenharia Didatica. No primeiro artigo, compreendendo a fase de andlises prévias, foi
conduzida uma revisao sistematica da literatura para identificar e compreender as principais
dificuldades enfrentadas por professores e estudantes no ensino e aprendizagem de Mudangas
de Coordenadas em Integrais Multiplas. No segundo artigo, que abordou a fase de concepgao
e analise a priori, foi desenvolvida e implementada uma atividade diagnostica com base nos
achados do primeiro artigo. Essa atividade teve como objetivo identificar, na pratica, as
dificuldades manifestadas pelos estudantes e validar as hipoteses levantadas na revisdo de
literatura, possibilitando o plano de estratégias pedagdgicas fundamentadas na TRRS para

abordar tais desafios.

Este artigo abrange as Ultimas duas fases da Engenharia Didatica — experimentagao e
analise a posteriori. De acordo com Artigue (1996), a etapa de experimentacdo destaca-se
pela importancia de acompanhar e documentar a forma como os estudantes lidam com as
tarefas propostas, ajustando o dispositivo didatico sempre que necessario. Nessa fase, os
estudantes enfrentam situagdes-problema que exigem a utilizagdo de conceitos matematicos,
enquanto o pesquisador coleta dados com observagdes, registros escritos e outras técnicas de
coleta. Pais (2001) enfatiza a importincia de registrar o maximo de informacdes relevantes
que possam contribuir para a compreensdo das competéncias investigadas. Além disso,
destaca-se a necessidade de garantir que as situagdes reais observadas durante a experiéncia
sejam realizadas com clareza no relatério final da pesquisa, respeitando o principio de

precisdo e fidelidade ao contexto.

ApOs a etapa de experimentacao, procede-se a analise a posteriori e validagao, na qual



os dados obtidos sdo meticulosamente avaliados e confrontados com as diferencas formuladas
durante uma analise a priori. Segundo Artigue (1996), essa fase € crucial para confirmar ou
questionar as hipoteses iniciais, além de identificar aspectos bem-sucedidos e pontos que
necessitam de ajustes. Uma andlise a posteriori permite compreender como as tarefas
propostas impactaram o aprendizado dos estudantes, oferecendo subsidios valiosos para as
aulas planejadas futuramente. Esse processo de validagdo ¢ fundamental para garantir que as
instrugcdes e recomendagdes estejam ancoradas em evidéncias concretas e representem

fielmente as observagdes feitas na experimentacao.

Pais (2001) ressalta que a fase de validagdo exige atengdo metodoldgica redobrada,
pois ¢ nessa etapa que se verifica a consisténcia cientifica do trabalho. Nesse sentido, a
Engenharia Didatica, como abordagem metodoldgica, apoia-se em registros de estudos de
caso, cuja validade ¢ restrita ao contexto especifico da pesquisa, garantindo a coeréncia

interna dos resultados obtidos.

Com base nesses pressupostos e com o objetivo de atender as necessidades especificas

do nosso contexto, adaptamos as fases de implementagao e avaliagao.

e [mplementagdo: realizacdo da sequéncia de tarefas, observagdes das interagdes
entre os estudantes, entre o professor e os estudantes e entre os estudantes e os

recursos didaticos, além da execucdo de um teste final;

e Avaliagdo: realizada mediante comparacao entre o teste diagndstico e o teste final
e a analise das respostas da sequéncia de tarefas, além disso devem ser observados

os comportamentos dos estudantes durante a fase de implementagao.

Neste artigo, discutimos os resultados obtidos com a implementacao da sequéncia de
tarefas elaborada a partir da andlise dos dados produzidos em um teste diagndstico
desenvolvido e implementado nas etapas anteriores da pesquisa, bem como da analise das

respostas coletadas no Questionario Final aplicado ap6s a realizacdo da sequéncia de tarefas.

Os participantes do estudo sao estudantes do 5° ao 8° periodo do curso de Licenciatura
em Matematica da Universidade Estadual de Montes Claros, envolvidos em atividades

inerentes ao projeto de ensino do Laboratério de Educagdo Matematica (Labemat). Essa
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escolha se deu pelo fato de esses estudantes ja terem cursado, no 4° periodo, a disciplina
Calculo Diferencial e Integral III, na qual sdo abordados, conforme a ementa® do curso, os

topicos de Integragdo Dupla, Integragao Tripla e Mudanga de Coordenadas.

As tarefas foram propostas no laboratério de informéatica do Centro de Ciéncias Exatas
e Tecnolédgicas da Unimontes, onde os estudantes trabalharam individualmente com o auxilio
do GeoGebra. A implementacdo ocorreu nos dias 8, 11, 12, 13 e 14 de novembro de 2024,
com encontros de 2 horas diarias. Cada estudante participou de trés encontros, totalizando 6

horas de atividades por estudante.

O aplicativo GeoGebra foi empregado com o recurso de gravagdo, capturando as
interagdes dos estudantes com o software. Paralelamente, as falas dos participantes foram
registradas por meio de gravacdes de dudio, complementadas por anotagdes no didrio de
campo, que mostram observagdes relevantes sobre o comportamento e as dificuldades
enfrentadas pelos estudantes durante as atividades. Cada arquivo produzido no GeoGebra foi
armazenado para analise posterior, ¢ os estudantes também registraram suas respostas e
observagdes em um editor de texto, ampliando o conjunto de dados disponiveis para a fase de

analise.

Participaram desta etapa da investigagdo oito estudantes que aceitaram o convite para
colaborar com a pesquisa. Ressaltamos que, o estudo contou, inicialmente, com doze
participantes. Destes, quatro concluiram suas o curso de Licenciatura em Matematica antes da
realizagdo desta fase do estudo. Dessa forma, a continuidade do estudo foi realizada com os
oito estudantes que ainda estavam matriculados e puderam contribuir. Todos foram
previamente orientados sobre os objetivos do estudo e informados de que suas identidades
seriam preservadas, em conformidade com os principios éticos que regem pesquisas

envolvendo seres humanos.

A proposta didatica implementada durante a etapa de experimentacdo da pesquisa ¢
composta por uma sequéncia de tarefas organizadas em trés unidades tematicas: Coordenadas

Polares, Coordenadas Cilindricas e Coordenadas Esféricas, conforme explicitada na Figura 5.

Figura 5: Organizagdo da Proposta Didatica

8 Ementa: Integragdo dupla. Integragdo tripla. Mudanga de coordenadas. Integrais de linha. Diferenciais exatas e
independéncia de caminhos. Andlise vetorial: teoremas de Green Gauss e Stokes. Disponivel em
https://unimontes.br/wp-content/uploads/2019/11/resolucao_cepex150.pdf; consultado em 12 mar. 2024.



Proposta
Didatica

Umdade 1:

Mudancga de
Coordenadas Polares

I_I*

Tarefa 1.1

Tarefal.2

Umdade 2: Umdade 3:
Mudanga de Mudanga de
Coordendas Cilindricas Coordendas Esféricas
— —
Tarefa 2.1 Tarefa2.2 Tarefa 3.1 Tarefa 3.2

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Cada unidade aborda a escrita de integrais e a delimitacdo de regides de integracao,

explorando conceitos matematicos por meio de representacdes algébricas, graficas e

geométricas com o apoio do GeoGebra. As tarefas foram desenvolvidas a partir das

dificuldades identificadas no teste diagndstico, com o objetivo de fortalecer a alternancia entre

registros de representacdo semiotica e promover o entendimento dos limites de integracdo em

contextos bidimensionais e tridimensionais.

A seguir, no Quadro 2, detalhamos as tarefas propostas, destacando os objetivos e

justificativas didaticas de cada uma, com base nas respostas e dificuldades apresentadas pelos

estudantes nas etapas anteriores da pesquisa.

Quadro 2: Proposta Didatica

1. Mudanca
de
Coordenadas
Polares

1.1  Construindo
Integrais Duplas
em Coordenadas
Polares

Explorar uma regido R
descrita em
coordenadas

cartesianas analisando
a variagdo de seus
parametros e escrever
a integral dupla que
representa a medida da

area  desta  regido
usando  coordenadas
polares

Os estudantes mostraram dificuldades

em traduzir regides descritas em
coordenadas cartesianas para polares,
apesar de conseguirem identificar
visualmente a regido de integracdo no
plano. No célculo de uma integral
sobre uma regido delimitada por
circunferéncias, oito dos  doze
estudantes conseguiram identificar a
regido, mas a maioria teve dificuldade
na mudanca para coordenadas polares.
Esta tarefa foi desenhada para fornecer
suporte visual por meio do GeoGebra,
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permitindo a exploracdo da relacdo
entre os parametros (r ¢ 8) e refor¢o na
conversdo entre registros graficos e
algébricos, de forma a incentivar a
escrita da integral correspondente.

1.2 Construindo
Regides de
Integracdo a partir
de Integrais
Duplas

Explorar a construgdo
de regides de
integracao por meio de
integrais duplas em
coordenadas polares.

Ao trabalhar com coordenadas polares,
os estudantes tiveram dificuldade em
determinar corretamente os limites de
integracdo, o que impactou diretamente
a escrita correta da integral. Ao
construir regides de integracdo com o
auxilio do GeoGebra, os estudantes
poderdo visualizar interativamente os
limites de r ¢ 6, o que podera facilitar
a identificacdo ¢ a compreensao desses
limites. Essa pratica ¢ importante para
superar a dificuldade observada na
tarefa diagnostica, em que parte dos
estudantes falharam em identificar
corretamente os limites, mesmo apos
reconhecerem a regido de integracgao.

2.1 Construindo
Integrais  Triplas
com Coordenadas
Cilindricas

Explorar uma regido
R, descrita em
coordenadas

cartesianas, analisando
a variagdo de seus
parametros e escrever
a integral tripla que
representa a medida de
volume desta regido
usando  coordenadas
cilindricas.

Muitos estudantes tiveram dificuldade
em visualizar e manipular s6lidos
tridimensionais. No problema
envolvendo a regido limitada por
planos e um cilindro, apenas trés dos
doze participantes conseguiram
formular a integral tripla. A tarefa
proposta se baseia nessa dificuldade,
incentivando o uso da visualizagdao 3D
no GeoGebra para auxiliar os
estudantes a identificarem os limites de
r, 6 e z, e a relacionar as superficies

2. Mudanga que limitam o solido, fortalecendo a
de conversdo entre os registros graficos e
Coordenadas algébricos.
Cilindricas
2.2 Construindo | Explorar a construgdo | Parte dos estudantes ndo conseguiu
Regides de | de regides de | identificar corretamente os limites de
Integragdo  com | integragdo por meio de | integragdo na construgdo de integrais
Coordenadas integrais triplas em | triplas com coordenadas cilindricas.
Cilindricas coordenadas Esta tarefa visa reforcar a pratica da
cilindricas. identifica¢do de limites e a construgio
de regides de integragdo com
coordenadas cilindricas, permitindo
que os estudantes visualizem as regioes
tridimensionais e consolidem o
entendimento sobre como os limites
sdo determinados.
3. Mudanca | 3.1 Construindo | Explorar uma regido S | A questdo que envolvia o calculo da
de Integrais Triplas | descrita em | medida de volume delimitado por uma
Coordenadas | com Coordenadas | coordenadas esfera e um cone foi a que apresentou
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Esféricas Esféricas

cartesianas analisando
a variacdo de seus
parametros € escrever
a integral tripla que
representa a medida de
volume desta regido
usando  coordenadas
esféricas.

maiores  dificuldades  para  os
estudantes, (apenas um estudante
conseguiu elaborar uma solugdo). Ao
explorar a mudanga para coordenadas
esféricas com o auxilio do GeoGebra,
esta tarefa visa proporcionar uma
experiéncia interativa na visualizagdo
de solidos delimitados por essas
superficies, permitindo uma melhor
compreensdo da relagdo entre os
pardmetros p, 6 e ¢, e facilitando a
construcao da  integral tripla
correspondente.

Regides
Integracdo
Coordenadas
Esféricas

3.2  Construindo

de
com

Explorar a construgdo

de regides de
integracao por meio de
integrais triplas em

coordenadas esféricas.

A dificuldade observada em relacdo a
construcdo de integrais triplas em
coordenadas esféricas justifica a
inclusdo de mais uma tarefa focada
nessa habilidade. Ao permitir que os
estudantes explorem os limites de
integracdo diretamente no GeoGebra e
construam a integral tripla passo a
passo, esta tarefa busca desenvolver a
capacidade de conversdo entre o0s
registros  algébricos e  gréficos,
promovendo o fortalecimento da
conversao entre registros semioticos.

Fonte: Elaboragdo do autor (2024)

Na se¢do seguinte, discutimos as respostas da sequéncia de tarefas e do questionario

final aplicado aos estudantes.

3.5 Analise

A Tarefa 1.1 propunha que os estudantes explorassem uma regido R, descrita em

coordenadas cartesianas e a representassem graficamente com a ajuda do GeoGebra. A partir

dessa visualizacdo, deveriam converter as informagdes para o sistema de coordenadas polares,

identificando os limites de e 8 e formular a integral dupla correspondente.

Os resultados mostraram que seis dos oito estudantes conseguiram realizar o

tratamento inicial no registro algébrico, identificando corretamente. Esse tratamento foi

essencial para que pudessem compreender as caracteristicas geométricas da regido. No

entanto, dois estudantes apresentaram dificuldades nesse aspecto, com interpretagdes
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equivocadas, como confundir que a regido era delimitada por intervalos especificos de

angulos, o que indicou limitagdes na compreensdo do significado geométrico da equagao.

Na conversao para o registro grafico, os estudantes mostraram sucesso ao utilizar o
GeoGebra para representar a regido R. Seis deles conseguiram visualizar corretamente e
destacar a regido correspondente. Esse sucesso reflete uma habilidade em traduzir
informagdes algébricas para representagdes geométricas, evidenciando um dominio dessa
conversao. Contudo, dois estudantes apresentaram dificuldades significativas, limitando-se a
representar o contorno do circulo ou negligenciando a visualizagdo completa da darea
delimitada. Esses erros sugerem que, embora a ferramenta digital tenha ajudado na
visualizacdo, alguns estudantes ndo conseguiram interpretar completamente a relagdo entre a

equacao algébrica e a regido geométrica.

A etapa seguinte, de tratamento no registro grafico, envolvia a determinacdo dos
limites de integragdo com base na visualizagdo gerada. Quatro estudantes identificaram
corretamente os limites. Eles evidenciaram competéncia em analisar a regido descrita em
coordenadas polares e reconhecer a variagdo apropriada para os parametros, o que indica um
bom entendimento das propriedades geométricas da regido, dentre eles destacamos os

registros do estudante Al.

Figura 6: Registro do estudante A1l

1.1 Construindo Integrais Duplas em Coordenadas Polares a partir de regides do R®. ¢) Reescreva a equaglio que define a regidio R utilizando coordenadas polares.

link

Para tanto, inicialmente vamos explorar o appler disponivel

(Objetivo: Explorar uma regidio R descrita em coordenadas cartesianas analisando a variagiio de Wip s ack

scus parametros e escrever a integral dupla que representa a medida da drea desta regidio usando Fazendo :. variaglio, através dos cc 1roles deslizantes, do raio 7 ¢ do dngulo 8 da superficie
coordenadas polares. representuda, reflita sobre os lim! :s inferiores ¢ superiores desses parimetros. Anote suas
impressd :s.

Abra o GeoGebra.

a) No GeoGebra plote a regido R definida por R = {(x,¥); 1 < x% +y% < 4}
» Digite na linha de entrada 1 < x% + y? < 4.

b) Agora, faga um esbogo dessa regido no espago abaixo.

¢.1 Em relagdo a regido R, determine os imites inferiores ¢ superiores de 7 ¢ 6.

¢.2 Escreva a integral dup'a que calcula a drea da regido R

Fonte: Dados da pesquisa (2024).
Finalmente, a etapa de conversdao do registro grafico para o algébrico, em que os
estudantes deveriam expressar a integral dupla correspondente em coordenadas polares,

revelou-se a mais desafiadora. Apenas quatro estudantes conseguiram formular corretamente



a solu¢do, mostrando uma coordenag¢do satisfatoria entre os registros graficos e algébricos.

Os outros quatro estudantes apresentaram erros recorrentes, como omitir o fator r,
corresponde ao jacobiano, na integral, atribuir limites inconsistentes ou formular uma integral
incompleta. Esses resultados indicam dificuldades significativas na articulagdo entre os
registros ¢ no entendimento do papel do jacobiano na mudanga de variaveis, refletindo a

complexidade da conversao grafica para algébrica, conforme apontado por Duval (2009).

A Tarefa 1.2 desafiava os estudantes a interpretar uma integral dupla em coordenadas
polares, identificar a regido de integragao correspondente e reconstruir essa representacdo no
registro grafico auxiliados pelo GeoGebra. Além disso, a tarefa exigia que os estudantes
estabelecessem a correspondéncia entre a formulagdo algébrica e geométrica da regido no
plano polar. De acordo com Duval (2009), a conversdo entre registros semioticos ¢ uma das
atividades cognitivas mais complexas no aprendizado matematico, especialmente quando
envolve a alternancia entre representacdes algébricas e graficas. Essa tarefa exige tanto
tratamentos nos registros graficos e algébricos quanto conversdes entre esses registros,

ressaltando a importancia da articulagdo entre diferentes formas de representagao.

Os resultados mostram que, dentre os oito estudantes, um conseguiu interpretar
corretamente os limites da integral dupla e identificar a regido de integracdo no plano polar.
Esse estudante mostrou habilidade no tratamento dentro do registro algébrico, como podemos
observar na Figura 7.

Figura 7: Registro do estudante A4

1.2 Construindo regides de integragiio a parir de Integrais Duplas em Coordenadas Pola- ) Determine a(s) expressio(des) que define(m) a regido S|

res.

Objetivo: Explorar a construgio de regides de integragido através de integrais duplas em coor- mE mTyre m(f Y

denadas polares.

Dada a integral dupla abaixo: ¢) Com o auxilio do GeoGebra faga o esbogo do sélido S.
2 9
f frdrdO
[

Sabemos que um solido S originou a integral acima. Dessa forma, vamos esbogar o solido S,

com o auxilio do GeoGebra.

a) Quais os limites inferiores ¢ superiores de r e 67

Fonte: Dados da pesquisa (2024).

No entanto, sete estudantes apresentaram dificuldades significativas, tanto no

95



96

tratamento quanto na conversdo. Trés deles interpretaram erroneamente os limites de 6, o que
levou a representacao incorreta de um circulo completo no plano polar. Outros dois estudantes
ndo conseguiram correlacionar os limites fornecidos com a geometria da regido, resultando
em representagdes incompletas ou inconsistentes no registro grafico. Esses erros refor¢gam o
que foi apontado por Cometti (2018), que destaca as dificuldades frequentes dos estudantes
em compreender as relacdes geométricas implicitas nas Integrais Multiplas, especialmente

quando hd mudancgas de coordenadas envolvidas.

A conversao, do registro algébrico para o grafico, foi particularmente desafiadora para
a maioria dos estudantes. Segundo Duval (2009), essa conversao exige que o estudante nado
apenas compreenda a relacdo entre os limites de integracdo ¢ a geometria da regido, mas
também consiga mobilizar esse conhecimento para construir uma representacdo visual
precisa. Nesse sentido, os registros dos estudantes indicam uma lacuna na fluéncia necessaria

para realizar essa transi¢ao com confianga.

Na solucdo do estudante, que concluiu a tarefa, destacam-se aspectos importantes do
tratamento no registro grafico — esse estudante foi capaz de utilizar o GeoGebra para
construir representacdes detalhadas da regido de integragdo, verificando a correspondéncia
com os limites fornecidos na integral. Esse sucesso mostra que a combinacdo de ferramentas
tecnologicas com praticas bem estruturadas pode facilitar a coordenacdo entre registros, como
defendido por Thieghi (2021) e Almeida (2021), que enfatizam o papel do GeoGebra na
promocao de visualizagdes dindmicas que auxiliam na compreensdo de conceitos matematicos

complexos.

Por outro lado, os erros observados nos registros dos demais estudantes destacam a
necessidade de praticas pedagdgicas que reforcem tanto o tratamento quanto a conversao
entre registros. Silva (2019) e Rocha (2019) apontam que a falta de coordenagdo entre
registros ¢ um dos maiores entraves no ensino de Integrais Multiplas e defendem a integragao
de tarefas que articulem explicitamente aspectos geométricos e algébricos. No caso dessa
tarefa, os erros sugerem que os estudantes precisariam de maior suporte para interpretar os

limites de integracdo e traduzi-los em representagdes graficas adequadas.

A Tarefa 2.1 exigia que os estudantes analisassem uma regido tridimensional definida
por superficies geométricas no espaco cartesiano e, a partir dessa andlise, formulassem a

integral tripla correspondente em coordenadas cilindricas. Eles precisavam identificar as



superficies que delimitavam o sélido e construir a integral no registro algébrico. Essa tarefa
envolveu tanto o tratamento dentro de registros quanto a conversdo entre registros de

representacao semidtica.

Os resultados indicaram que, entre os oito estudantes, apenas trés conseguiram
determinar corretamente os limites e formular a integral completa. Esses estudantes
mostraram habilidade no tratamento dentro do registro grafico, utilizando o GeoGebra para
visualizar as superficies delimitadoras e compreender a estrutura geométrica do solido.
Ademais, mostraram fluéncia na conversao do registro grafico para o algébrico, ao traduzirem
os limites da regido para uma integral tripla em coordenadas cilindricas, como podemos

perceber nos registros no estudante AS8.

Figura 8: Registro do estudante A8

2.1 Canstroindo Tnteprais Triplas com Coprdenadas Cilindricas a partir de reghies do % ¢} Qual & a superficie que limita inferi o silido 87

Objetive: Explorar uma regile £ deserity em coordenndas enresianns nnalisande o vadagio de

seus parimetros ¢ escrever o integral tripln que representn a medida de volume desta regiia

wsaite coaedenadas cilindricas. d) Utilize a ferramenta Intersegiio de Duas Superficies para encontrar a regido R entre o plano
xy e o cilindro,

Abri o GeoGebes, R - N
# Clique sobre a ferramenta Interseglio de Duas Superficies, em seguida, clique sobre

a) Plote a regifio § definida por § = {(x,y,2) 2? +3% w 4,z = 7T+ yTez = 0. o ¢ilindro ¢ sobre o plano xy.
# Na puia exibir habilite a Jancla de Visnalizagia 30 e clique sobre el
% Digite na linha de entrada x® 4 y* = 4.

¥ Emseguida, digite z = fx¥ + %,

3 Em scguida, digite z = 0.

e) Qual a representagio geomdélrica da regifio R?
W r ’ . - .

0 Qual equagio representa a regidio R7
b) Qual & 2 superficie que limita superiommente o sblido ST ;
2= & % . 3 &

v

g) Idewtifique os limites inferiores ¢ superiores de r e 8.

W) Agora, observamdo a Jaucla de Viswalizagio 3D, identifique os limites inferiores ¢

" superiores de z.

i) Com base nes respostas anteriores, escreva a integral tripla em coordenadas cilindricas que

representa o cileulo da medida do volume do sblido 5.
g o o .
C oY A

X

Fonte: Dados da pesquisa (2024).

No entanto, a maioria dos estudantes apresentou dificuldades significativas em pelo
menos uma etapa da tarefa. Dois estudantes cometeram erros no tratamento do registro
grafico, representando as superficies de forma imprecisa no GeoGebra. Um deles, por

exemplo, ndo identificou corretamente a intersecao entre o cilindro € o plano, o que
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comprometeu toda a estrutura da solug¢do. Esses erros sugerem uma falta de dominio na
analise tridimensional, um aspecto que, segundo Cometti (2018), ¢ frequentemente um ponto
critico no aprendizado de Integrais Multiplas, especialmente quando envolve a visualizagao

de so6lidos.

Entre os estudantes que conseguiram representar corretamente a regido no registro
grafico, muitos enfrentaram dificuldades na conversdo para o registro algébrico. Trés
estudantes, embora tivessem compreendido a geometria do soélido, definiram limites
inconsistentes para z, como atribuir valores fixos em vez de expressoes dependentes de r.
Esse tipo de erro reflete uma dificuldade em articular informacdes geométricas e algébricas,

algo destacado por Duval (2009) como uma barreira comum na conversao entre registros.

A andlise das resolu¢des também revela que o uso do GeoGebra, embora util para a
visualizagdao inicial, nem sempre foi suficiente para superar as barreiras na conversao.
Conforme Almeida (2021), o GeoGebra pode facilitar o tratamento dentro do registro grafico
ao permitir manipulagdes dindmicas, mas sua eficacia depende de praticas de ensino que
orientem explicitamente os estudantes sobre como integrar essas representacdes as

formulagdes algébricas.

Entre os trés estudantes que concluiram a tarefa com sucesso, ¢ notavel a habilidade
em coordenar registros de forma integrada. Eles utilizaram o GeoGebra para identificar os
limites do solido, confirmaram esses limites visualmente e os traduziram para o registro

algébrico, formulando a integral tripla.

Esses estudantes mostraram ndo apenas o dominio do tratamento nos registros graficos
e algébricos, mas também a fluéncia na conversdo entre esses registros, evidenciando a
compreensdo conceitual necessdria para lidar com integrais triplas em coordenadas

cilindricas.

Por outro lado, os erros recorrentes nos registros dos outros estudantes destacam a
importancia de praticas de ensino que enfatizem a coordenagdo entre registros. Rocha (2019)
argumenta que muitos estudantes falham em compreender as conexdes entre representacoes
geométricas e algébricas devido a falta de tarefas que articulem explicitamente essas relagoes.
Isso ¢ corroborado pelos erros observados na definicdo dos limites de z, que indicam uma

dificuldade em interpretar a relacdo entre a geometria do s6lido e a variagdo das coordenadas.

A Tarefa 2.2 desafiava os estudantes a interpretar uma integral tripla em coordenadas



cilindricas, identificar a regido tridimensional correspondente e representd-la no registro
grafico com a ajuda do GeoGebra. Essa tarefa exigia uma compreensdo da relacdo entre os
limites de integracdo e a geometria do sélido, além de habilidades para transitar entre os
registros algébricos e graficos, conforme descrito por Duval (2009). A tarefa envolvia tanto

atividades de tratamento, quanto de conversdes.

Os resultados evidenciam que, entre os oito estudantes, dois conseguiram completar a
tarefa com precisdo, identificando corretamente as regides que limitam o solido e
representando a regido tridimensional no GeoGebra. Esses estudantes mostraram habilidade
no tratamento dentro do registro algébrico, interpretando os limites fornecidos pela integral.
Além disso, eles realizaram com sucesso a conversdo para o registro grafico, utilizando o
GeoGebra para visualizar a regido como um sélido delimitado por um cilindro, um plano e

um paraboloide, dentre eles destacamos os registros do estudante A4.

Figura 9: Registro do estudante A4

vés de Integrais Triplas com Coordenadas ) Qual & a superficic que limita superiormente o sélido S D Con

©) Qual éa superficie que limita inferionente o sélido S?

Dada a integral tripla sbaixo.

d) Utilize a ferramenta Intersegio de Duas Superficies para encontrar a regifio R entre o plano

” [um!rw. xy e o cilindro. O que essa regifio representa?

presente algebricamente essa regido, usando coordenadas cartesianas. Faga um esbogo

Fonte: Dados da pesquisa (2024).

Entretanto, os estudantes apresentaram dificuldades significativas em diferentes etapas
da tarefa. Esse erro reflete uma dificuldade no tratamento dentro do registro algébrico,
especificamente na interpretacdo das relagdes condicionais expressas nos limites de
integragdo. Conforme Duval (2009), o tratamento inadequado das informagdes algébricas
compromete toda a conversdo subsequente para o registro grafico, como foi observado nas

resolucdes desses estudantes.

Os demais estudantes conseguiram identificar os limites de integracdo, mas
apresentaram dificuldades no tratamento dos limites de z, de modo que ndo conseguiram
perceber que um paraboloide limita inferiormente essa regido, além de ficarem confusos

quanto a interseccdo dos solidos. Conforme Duval (2009), o tratamento inadequado das
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informagdes algébricas compromete toda a conversdo subsequente para o registro grafico,

como foi observado nas resolugdes desses estudantes.

Por outro lado, os dois estudantes que tiveram sucesso na tarefa mostraram fluéncia
tanto no tratamento quanto na conversao. Eles utilizaram o GeoGebra para construir uma
representacdo clara do sélido e verificaram visualmente a consisténcia entre os limites
fornecidos e a geometria da regido. Essa habilidade é descrita por Duval (2009) como um

indicador de coordenacao eficiente entre registros, essencial para a compreensao matematica.

Além disso, Rocha (2019) e Silva (2019) enfatizam que a coordenagdo entre registros
requer praticas pedagogicas que articulem explicitamente as relagcdes entre representacdes
geométricas e algébricas. Essa necessidade ¢ evidenciada pelos erros recorrentes na
identificacdo dos limites de integracdo e pela dificuldade em compreender as intersecdes entre
superficies, apontando para uma lacuna nas estratégias de ensino que conectem essas

representagdes de forma mais estruturada.

A Tarefa 3.1 desafiava os estudantes a formular uma integral tripla em coordenadas
esféricas para calcular o volume de um sélido delimitado por uma esfera ¢ um cone. Essa
tarefa exigia que os estudantes analisassem a interacdo entre as superficies envolvidas,
identificassem os limites de integracdo e expressassem a integral correspondente no registro
algébrico. A tarefa demandava tanto o tratamento dentro dos registros grafico e algébrico
quanto a conversdo entre esses registros. Ficaram evidenciadas as dificuldades tipicas
apontadas por Duval (2009) na articulagdo entre multiplos registros de representagdo

semiotica.

Os resultados mostram que, entre os oito estudantes, trés conseguiram formular
corretamente a integral tripla completa, dentre eles o estudante A6. Esse estudante mostrou
dominio no tratamento dentro do registro grafico, utilizando o GeoGebra para representar
visualmente o soélido como a interse¢do de uma esfera e de um cone. A partir dessa
representacao, realizou a conversdo para o registro algébrico, identificando os limites de
integragdo. A formulagdo correta da integral tripla refletiu uma coordenag¢do bem-sucedida
entre registros, que €, segundo Duval (2009), um aspecto crucial para a compreensdo de

conceitos avangados em matematica.

Figura 10: Registro do estudante A6
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3.1 Construindo Integrais Triplas com Coordenadas Esféricas a partir de regides do R>. d) Para fazer uma analise dessa superficie em coordendas esféricas vamos observar a variagio
R 3 . dos limites superiores e inferiores dos pardmetros 8,¢ ¢ p. Para tanto acesse o link
Objetivo: Explorar uma regido § descrita em coordenadas cartesianas analisando a variagio de g g, 56

. . ) . https:/Awww.geogebra.org/m/j fopkmz7.
seus pardmetros ¢ escrever a integral tripla que representa a medida de volume desta regifio

- Fazendo a variagdio, através dos controles deslizantes, dos pardmetros 8, ¢ ¢ p, reflita sobre
usando coordenadas esféricas. T

os limites inferiores e superiores desses parimetros. Anote suas impressdes,
 emlon €
Abra o GeoGebra.

/ 0 £f) |
a) Plote aregito S definida por § = {(x,,2); ¥ +y* +z? =4 ez =[x+ y7}, i .
> Na guia exibir habilite a Janela de Visualizagio 3D e clique sobre ela.
> Digite na linha de entrada x* + % + 2% = 4, e) Com base nessas informagdes, construa a integral tripla em coordenadas esféricas para
» Em seguida, digite z = \[xZ + yZ. caleular o volume do sélido S (Dica: ajuste os pardmetros do appler, de acordo a regifo S).
b) Qual ¢ a superficie que limita superiormente o sélido §? 4

¢) Qual ¢ a superficie que limita inferiormente o sélido 57

Fonte: Dados da pesquisa (2024).

Entretanto, os outros cinco estudantes manifestaram dificuldades em diferentes etapas
da tarefa. Trés estudantes apresentaram representagdes graficas imprecisas no GeoGebra,
como a omissdo do volume delimitado pela intersecdo ou a representacdo separada das
superficies sem considerar sua interagdo. Esse tipo de erro converge para limitagdes no
tratamento dentro do registro grafico, conforme observado por Cometti (2018), que destaca
que a visualizacdo de regides tridimensionais ¢ frequentemente problematica para estudantes,

especialmente em situagdes que envolvem superficies complexas como cones e esferas.

Além disso, dois estudantes cometeram erros na conversdo do registro grafico para o
algébrico. Entre esses, dois definiram incorretamente os limites de integracdo, ndo levando
em consideracdo a inclinagdo do cone que limita o solido. Essa dificuldade em interpretar o
limite de ¢ reflete uma falha em compreender como a geometria das superficies se traduz nos
limites de integra¢do, uma barreira que, segundo Duval (2009), esta diretamente relacionada a
complexidade da conversdo entre registros. Outros dois estudantes omitiram o fator
jacobiano, comprometendo a integral tripla e indicando lacunas no tratamento dentro do

registro algébrico.

Por fim, os erros recorrentes, como a definicdo inadequada de "¢" e a omissdo do
jacobiano, reforgam a necessidade de praticas de ensino que enfatizem a coordenagdo entre os
registros grafico e algébrico. Conforme Duval (2009), a conversdo entre registros ¢ a
atividade cognitiva mais desafiadora no aprendizado matematico. Estratégias que combinem
visualizagdes dinamicas, como as proporcionadas pelo GeoGebra, com instrugdes detalhadas

para a tradugdo das informagdes geométricas para o registro algébrico podem ser eficazes para
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promover a fluéncia entre registros e, consequentemente, uma compreensao mais profunda

dos conceitos relacionados as Integrais Multiplas em coordenadas esféricas.

A Tarefa 3.2 desafiava os estudantes a interpretar uma integral tripla ja formulada em
coordenadas esféricas, identificar a regido tridimensional correspondente e representa-la
graficamente utilizando o GeoGebra. O objetivo principal era avaliar a capacidade de os

estudantes converterem informagdes do registro algébrico para o grafico.

Entre os oito estudantes, seis conseguiram concluir a tarefa de forma satisfatoria,
representando corretamente a regido tridimensional correspondente a integral no GeoGebra,

como podemos perceber nos registros no estudante A7.

Figura 11: Registro do estudante A7

3.2 Construindo regides de integraciio através de Integrais Triplas com Coordenadas

d) Com a ajuda do GeoGebra ¢ das suas respostas até aqui, faga um esbogo do sélido S que

Esféricas. originou a integral tripla acima.

Objetivo: Explorar a construgio de regides de integragio através de integrais triplas em

coordenadas esféricas.

Dada a integral tripla abaixo.

s
J’ piseng dpdpde
]

a) Acesse o link hups:/www.geogebrm.ore/m/ifépkmz7, ajuste os pardmetros de acordo a

regido S da integral dada.

b) Qual ¢ a superficie que limita superiormente o sélido S7

¢) Qual é a superficie que limita inferiormente o sélido §?

Fonte: Dados da pesquisa (2024).

Esse estudante mostrou dominio na interpretacdo dos limites de integragdo que
definiam uma regido delimitada por uma esfera e um cone. Ele traduziu essas informagdes
para o registro grafico ao construir o s6lido no GeoGebra. Esse processo reflete uma
habilidade eficaz em realizar a conversdo entre registros, caracteristica fundamental para o

aprendizado matemadtico avangado, segundo Duval (2009).

Seis estudantes concluiram essa tarefa com sucesso, um dos fatores que pode ter
contribuido para esse resultado é o uso do applet’ do GeoGebra, exemplificado na Figura 9,
pois com ele os estudantes conseguiram, com a ajuda dos controles deslizantes, definir no
registro grafico os limites de integragdo identificados na integral dada. Os outros dois

estudantes ndo fizeram nenhum tipo de registro nessa tarefa.

? https://www.geogebra.org/m/vwyu8m9u
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Figura 12: Applet

Na sistema de coordenad as, um ponto P é representado pelas
coordenadas, p, § & ®, ou . 8, ®)

).
1> p indica a distncia do ponto P alé a origem.
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Fonte: Dados da pesquisa (2024).

Os dados coletados no questionario entregue aos estudantes apos a sequéncia de
tarefas fornecem informagdes que complementaram a analise das tarefas realizadas. De forma
geral, os participantes destacaram que o uso do GeoGebra foi importante para facilitar a
visualizacdo das regides de integragdo e facilitar a compreensdo da relacdo entre

representacdes algébricas e graficas. Um dos estudantes interessados:

A experiéncia de interpreta¢do grdfica de regioes de integra¢do com o auxilio do GeoGebra
foi muito interessante, pois visualizar geometricamente o que esta acontecendo facilita
bastante a compreensdo. (A1, Questionario, 2024)

Outro estudante destacou que

[...] utilizei o GeoGebra durante praticamente toda minha graduagdo, principalmente nas
disciplinas de Calculo, entretanto, admito que ajudou muito na maneira como visualizo as
regioes de integra¢do pois havia meses que ndo fazia atividades sobre integrais e apenas com
as questoes propostas e fazendo as construgoes no GeoGebra pude resgatar os conceitos de
integral dupla e tripla. (A8, Questionario, 2024)

Por outro lado, algumas dificuldades foram identificadas. Apesar de a maioria dos
participantes relatar alguma familiaridade com o aplicativo, foi mencionada a necessidade de
uma introdu¢do mais especifica as funcionalidades peculiares do GeoGebra para evitar
dificuldades iniciais. Além disso, como apontado por um estudante, seria util incluir

explicacdes mais detalhadas sobre o papel do jacobiano:
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Se possivel, trazer questionamentos que ficam na teoria, como por exemplo o "jacobiano"”,
apesar de ja ter feito a disciplina Calculo 3 e ter um certo dominio com o GeoGebra nunca
procurei uma interpreta¢do para o "jacobiano"” e nem fago ideia "de onde ele se encaixaria”.
(A4, Questionario, 2024)

Quanto aos avangos, 0s participantes relataram melhorias na interpretacdo e
formulag¢do de Integrais Multiplas, especialmente ao transitar entre os registros graficos e

algébricos.

Com o auxilio do GeoGebra, a compreensdo melhorou bastante, pois ¢ possivel ver
graficamente o que esta acontecendo. Isso ajuda a entender ndo apenas as regioes de
integragdo, mas também as mudangas de integragdo especificas dessas regioes e os limites
das integrais. Essa visualizagdo dindmica tornou o conceito mais intuitivo e acessivel. (A4,
Questionario, 2024)

Comparando com os dados do teste diagnodstico, observou-se que as dificuldades
relacionadas a visualizagdo tridimensional e a definicdo de limites de integragdo foram, em
parte, superadas, principalmente, quando o GeoGebra foi utilizado para explorar as relagdes

de maneira interativa.

3.6 Consideracoes finais

O estudo teve como objetivo analisar conhecimentos mobilizados por estudantes ao
resolver uma sequéncia de tarefas, que utiliza diferentes registros de representa¢do, sobre
Mudanc¢a de Coordenadas em Integrais Multiplas. Nesse contexto, buscou-se compreender
como os estudantes alternam os registros algébricos e graficos e como essa articulagdo
contribui para a compreensdo de conceitos matematicos. O aplicativo GeoGebra foi utilizado
como ferramenta pedagdgica de forma a potencializar o processo de aprendizagem,

promovendo visualiza¢des dindmicas e interativas.

As contribuigdes do estudo evidenciam como os pressupostos da Engenharia Didatica
influenciaram o plano e a implementacdo da sequéncia de tarefas. Desde o inicio da
investigagdo, explicitada nos artigos anteriores, a andlise prévia possibilitou identificar as
principais dificuldades manifestadas pelos estudantes, como a visualizagdo de regides
tridimensionais € a conversao entre registros de representacdo semiotica. Essas informacgdes
orientaram a elaboragdo das tarefas na fase de andlise a priori, garantindo que as tarefas
fossem planejadas com base em evidéncias coletadas no teste diagnostico e na revisao de

literatura. Durante uma andlise a posteriori, os dados obtidos permitiram avaliar as estratégias
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utilizadas pelos estudantes, validando as hipdteses levantadas anteriormente e apontando

aspectos que precisam de ajustes.

A integracao entre a TRRS e ferramentas tecnoldgicas, como o GeoGebra, destacou-se
como um recurso eficiente para abordar barreiras cognitivas relacionadas a transi¢ao entre
diferentes registros de representacdo. A TRRS trouxe o suporte tedrico necessario para
entender como os estudantes manipulam e convertem representagdes algébricas, graficas e
geométricas, enquanto o GeoGebra proporcionou uma plataforma interativa para a
visualizagao dinamica e exploragdo de conceitos complexos. Durante a implementacao da
sequéncia de tarefas, foi possivel observar que a utilizagdo do GeoGebra auxiliou na
construcdo de representagdes graficas e na interpretacdo de limites de integragdo,
contribuindo para que os estudantes superassem parte das dificuldades apontadas nas fases

anteriores da pesquisa.

Foram identificados desafios persistentes, como a dificuldade de alguns estudantes na
transicdo do registro grafico para o algébrico. Esses resultados ressaltam a importancia de
uma mediac¢do pedagdgica efetiva, em que o professor atue como facilitador na construcao de

conexdes entre os diferentes registros e na superagdo de dificuldades conceituais.

Com base nos resultados, algumas recomendagdes didaticas podem ser propostas para
professores que atuam no ensino de Calculo Integral e areas afins. Primeiramente, os
professores podem incorporar recursos tecnoldgicos, como o GeoGebra, de forma planejada,
utilizando essas ferramentas para promover a articulagdo entre registros de representagdo
semiotica. A realizagdo de tarefas que envolvem tanto a visualizacdo quanto a formulagao
algébrica pode ser uma boa estratégia para fortalecer a compreensdo dos conceitos
matematicos. Recomenda-se também que os professores dediquem momentos especificos
para discutir o significado geométrico de elementos como o jacobiano, esclarecendo seu papel
nas mudancgas de varidveis. Além disso, estratégias que estimulam a participagdo ativa dos
estudantes, como trabalhos em grupo, podem favorecer a troca de ideias e a construgao

colaborativa do conhecimento.

Para pesquisas futuras, sugere-se uma exploracdo de outras ferramentas digitais que
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possam complementar ou expandir as possibilidades oferecidas pelo GeoGebra no ensino de
Integrais Multiplas e Mudancas de Coordenadas. Investigagdes que analisam o impacto do
tempo de exposicdo as tarefas propostas no desenvolvimento da habilidade de transitar entre
registros de representagao também podem ser relevantes. Outra linha de estudo seria a analise
de praticas pedagogicas colaborativas, avaliando como o trabalho em grupo pode contribuir
para a superacao de dificuldades relacionadas a conversdo entre registros de representacao.
Além disso, seria interessante investigar o uso de metodologias que integrem aspectos
tedricos e praticos de forma continua, promovendo ciclos iterativos de avaliagdo e

aprimoramento.

Destacamos a importancia de considerar os fatores afetivos e motivacionais no plano
de praticas pedagogicas. Durante a implementagdo da proposta, aconselhamos que os
estudantes tivessem maior engajamento ao interagir com o GeoGebra, especialmente quando
perceberam avangos na compreensdo dos conceitos ¢ puderam visualizar os resultados de
forma dinamica. Esses aspectos indicam que o uso de tecnologias, aliado a abordagens que
valorizam a autonomia ¢ a intera¢ao entre os participantes, pode favorecer o aprendizado de
conteudos matematicos. Incorporar momentos de reflexao sobre os avangos obtidos e criar um
ambiente acolhedor e motivador pode contribuir significativamente para o envolvimento dos

estudantes e para o sucesso das estratégias pedagdgicas propostas.

Em suma, o estudo reafirma a relevancia da Engenharia Didatica como metodologia
para estruturar o ensino de contetidos matematicos, como as Mudangas de Coordenadas em
Integrais Multiplas. Reafirma, ainda, a combinacdo de recursos tecnoldgicos com
fundamentos tedéricos bem estabelecidos, como o TRRS que se apresenta como uma
abordagem promissora para transformar o ensino de Matematica, em particular do Célculo
Integral, em uma experiéncia com mais significado para os estudantes, integrando teoria,

préatica e tecnologia de maneira eficiente e acessivel.

Por fim, o estudo contribui para o campo da Educagdo Matematica ao oferecer
subsidios teoricos e praticos para o ensino de Integrais Multiplas, reforcando o papel das

tecnologias digitais como aliadas na constru¢ao do conhecimento.
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CONSIDERACOES

A pesquisa apresentada nesta dissertacdo teve como objetivo geral investigar como
uma abordagem pedagogica, fundamentada nos pressupostos dos Registros de Representa¢do
Semiotica e apoiada pelo GeoGebra, pode contribuir para os processos do ensino e de
aprendizagem de Mudancgas de Coordenadas em Integrais Multiplas, no contexto do Calculo
Integral. Para isso, organizamos a dissertagdo em trés artigos que abordam diferentes
dimensdes dessa problematica. Em cada um dos artigos relatamos estudos que buscou
cumprir cada um dos objetivos especificos, quais sejam: (i) Analisar o emprego de
Tecnologias Digitais no ensino de Mudangas de Coordenadas em Integrais Multiplas, em
producdes académicas, com foco nas dificuldades relatadas sobre os processos de ensino e de
aprendizagem; (ii) Analisar dificuldades evidenciadas por estudantes, a partir de um teste
diagnéstico, na mudanca de registros de representagdo semiotica em tarefas que envolvem
Mudanga de Coordenadas em Integrais Multiplas; e (ii1) Analisar conhecimentos mobilizados
por estudantes ao resolver uma sequéncia de tarefas, que utiliza diferentes registros de

representacdo, sobre Mudanca de Coordenadas em Integrais Multiplas.

No primeiro artigo, foi realizada uma revisdo sistematica da literatura, evidenciando
que a Mudanca de Coordenadas em Integrais Multiplas ¢ um tema central e desafiador,
frequentemente relacionado a dificuldade de visualizagdo e articulagdo entre registros
semioticos. Ainda, ficou evidenciado o uso limitado de tecnologias digitais e a dificuldade de
transi¢do entre diferentes sistemas de coordenadas. A revisdo analisou onze producdes
académicas e destacou que as ferramentas tecnologicas, como o GeoGebra, permitem maior
visualizagdo e interatividade no ensino. No entanto, também ficou evidente a caréncia de
formagdo docente voltada ao uso dessas tecnologias e a necessidade de contextualizar as
tarefas para facilitar a compreensdao dos estudantes. Ademais, observou-se que uma
abordagem pedagodgica que articule a visualizagdo geométrica com o raciocinio algébrico

pode mitigar algumas das dificuldades relatadas.
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O segundo artigo focou no emprego de um teste diagndstico para identificar as
dificuldades dos estudantes ao trabalhar com Mudangas de Coordenadas. A analise mostrou
que os doze estudantes participantes enfrentam desafios tanto na interpretacdo dos registros
semioticos quanto na mobilizacao de conhecimentos elementares de Matematica relacionados
a visualizagdo de sodlidos tridimensionais e a conversdo entre registros de representacdo
semiotica. Destacou-se também que a dificuldade de visualizar e interpretar conceitos ¢ um
dos principais entraves para a aprendizagem do Célculo Integral. Os resultados mostram
como as dificuldades relatadas pelos estudantes corroboram as evidéncias da literatura,
apontando que a combinagdo entre o suporte visual do GeoGebra e a mediacao pedagdgica
pode favorecer a compreensao e a resolucdo de problemas envolvendo Integrais Multiplas. A
partir desses dados, foi desenvolvida uma sequéncia de tarefas, elaborada com base na TRRS,
para promover a transi¢ao entre diferentes representagdes ¢ facilitar a compreensao do

conceito de Mudanca de Coordenadas.

Com base no teste diagndstico proposto aos estudantes da Licenciatura em Matematica
da Universidade Estadual de Montes Claros, foi possivel observar que a maioria dos
estudantes apresentou dificuldades ao transitar entre registros, particularmente ao converter
representacdes graficas em expressoes algébricas completas. Essas dificuldades foram mais
evidentes em tarefas que planejavam a constru¢do de integrais triplas com coordenadas
cilindricas ou esféricas, devido a complexidade envolvida na interpretagao e na formulagao de
limites de integrag¢do. Apesar disso, foi identificado que estudantes com maior dominio no
tratamento de registros graficos encontraram maior facilidade em compreender as relagdes

geométricas e formular integrais mais consistentes.

O terceiro artigo apresentou a implementacdo dessa sequéncia de tarefas, integrando as
Tecnologias Digitais ao processo de ensino. A experimentagdo mostrou que o uso do
GeoGebra, aliado a TRRS, potencializou a compreensdo de conceitos, por meio da
visualizag¢do, promovendo uma melhor reflexdo por parte dos oito estudantes participantes da
pesquisa, pois permitiu que eles manipulassem visualmente objetos matematicos, facilitando a
compreensdo de solidos geométricos e seus limites de integracdo. Além disso, os resultados
indicam que a interacdo entre registros de representagdo semiotica contribuiu para o
desenvolvimento do raciocinio matematico e para a superacao de dificuldades previamente
identificadas no teste diagnostico. Entre os avangos evidenciados, destacam-se a ampliagao da

capacidade dos estudantes em alternar diferentes representacdes e a melhoria na interpretacao
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de limites de integracdo em coordenadas cilindricas e esféricas. O estudo mostra que o uso de
tecnologias digitais como o GeoGebra esta diretamente relacionado a mediagdo pedagogica,
pois ndo ¢ suficiente introduzir ferramentas tecnoldgicas sem que o professor oriente os
estudantes quanto ao seu uso. Nesse sentido, o professor tem um papel essencial em guiar os
estudantes na utilizacdo eficaz das tecnologias para promover a aprendizagem e a reflexdo

matematica.

De forma geral, os estudos referentes aos trés artigos convergem para evidenciar a
relevancia de uma abordagem pedagdgica que integre recursos tecnoldgicos e teorias
cognitivas, como a TRRS, no ensino do Calculo Integral. Contudo, os resultados também
evidenciam desafios, como a necessidade de formacdo continuada dos professores, o acesso
desigual as tecnologias e a importancia de fortalecer os conhecimentos elementares de

conceitos da Matematica ensinada aos estudantes na Educacao Basica.

Diante disso, sugerem-se algumas opcdes para pesquisas futuras: investigagdes
adicionais podem explorar a adaptacdo das tarefas para diferentes niveis de ensino e perfis de
estudantes, incluindo contextos em que os conhecimentos elementares de Matematica sejam
explorados no inicio da sequéncia de tarefas, como aspectos da Geometria Analitica. Também
seria relevante avaliar o impacto das intervengdes pedagogicas de longo prazo, com maior
nimero de encontros e ciclos iterativos de ajustes, para verificar como essas praticas
influenciam a coordenacdo entre registros ao longo do tempo. Além disso, novas pesquisas
podem analisar, comparativamente, o uso de diferentes ferramentas tecnoldgicas no ensino do
Calculo Integral, considerando ndo apenas o desempenho académico dos estudantes nas

tarefas, mas também aspectos como acessibilidade e engajamento dos estudantes.

A Engenharia Didatica, utilizada como metodologia de base na pesquisa, proporcionou
contribuigdes ao oferecer um arcabougo sistematico para o plano, a implementacdo e a
avaliacdo da sequéncia de tarefas. Sua abordagem permitiu articular as evidéncias tedricas
com a pratica pedagdgica, possibilitando a identificacio e superacdo de dificuldades
especificas dos estudantes. Além disso, ao estruturar as tarefas de maneira iterativa e
fundamentada em andlises prévias, a Engenharia Didatica garantiu uma validacdo das

intervengdes pedagogicas. Esperamos que a pesquisa inspire outras iniciativas que busquem
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integrar Tecnologias Digitais ao ensino de Matematica, promovendo uma aprendizagem mais

acessivel e contextualizada.

Por fim, recomenda-se ampliar o foco para o desenvolvimento de estratégias
colaborativas entre os estudantes, promovendo a troca de conhecimentos e o aprendizado em
grupo como formas de enriquecer o entendimento conceitual e superar barreiras cognitivas.
Além disso, € necessario investimento na formacao dos professores e na disponibilizagao de
infraestrutura tecnologica. E importante garantir melhores condigdes de trabalho para que os
professores tenham tempo para formacdao continuada, para estudar as tecnologias, para
acompanhar de perto o desenvolvimento dos estudantes e para planejar suas aulas. Ademais, a
reducdo do numero de alunos por turma e a valorizagdo salarial sdo aspectos que devem ser

considerados para que os professores possam desempenhar seu papel com qualidade.

Com isso, esperamos que as contribuigdes da pesquisa sirvam como base para o
aprimoramento das praticas pedagogicas no ensino de Mudangas de Coordenadas e para o
avanco das investigacdes no campo da Educacdo Matematica, ampliando o escopo de analise
para outros conteudos do Calculo Integral e verificando o impacto a longo prazo no

desempenho académico e profissional dos estudantes.
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APENDICES

Apéndice 1

Prefacio
Integrais Duplas em Coordenadas Polares: Um ponto P com coordenadas retangulares
(x,y), tem coordenadas polares (r,8), onde r ¢ a distancia do ponto P a origem e¢ 6 ¢ o
angulo formado pelo eixo positivo dos x e o segmento de reta que liga a origem a P.

Consideremos a Mudanga de Coordenadas dada por

_{xzrcos@
g: y =1 senf

onde r > 0 e 6 varia num intervalo da forma [6,, 8, + 27|.

Figura 1: Coordenadas Polares

YA
P(r,0)=P(x,y)

\"‘, 0 -

O X
Fonte: Stewart (2013).

=Y

O jacobiano da aplicagdo g ¢ dado por

a(x,y) _ |cost9 —rsend| _ .
d(r,0) lsen® rcos6

Entao,

ﬂ f(x,y)dxdy =y f(rcosh,rsend)r drd6.

9(Q)

Integrais Triplas em Coordenadas Cilindricas: Um ponto P de coordenadas (x,y,z) tem
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coordendas colindricas (7, 8,z), onde r e 6 sdo as coordendas polares da projecdo de P no
plano xy.

Consideremos a Mudanga de Coordenadas dada por

X =1 cosf
g:\y =1 senf
zZ=2z

onde r = 0, 8 varia num intervalo da forma [8, 8, + 2| ¢ —o0 < z < 400,

Figura 2: Coordenadas Cilindricas
ZA

¢t P(r,0,z)

» (1, 0,0)
Fonte: Stewart (2013).

O jacobiano da aplicagdao g ¢ dado por

a(x, v,z cosf —rsenf O
w = [sen6 rcos® 0| =r(cos?6 + sen?0) =r.
da(r,0,z) 0 0 1

Entao,

fff f(x,y,z)dxdydz = fff (rcos 0,rsenf, z)r drdfdz.
g9(@) Q

Integrais Triplas em Coordenadas Esféricas: Um ponto P de coordenadas retangulares
(x,y,z) tem coordenadas esféricas (p, 8, @), onde p ¢é a distancia do ponto P a origem, 8 é o
angulo formado pelo eixo positivo dos x e o segmento de reta que liga (0,0) a (x,y),e @ éo
angulo formado pelo eixo positivo dos z € o segmento de reta que liga P a origem.
Consideremos a Mudanga de Coordenadas dada por

x = p sen¢ cosO
g: 3y = p sen¢ senb
Z = pcoso

onde p = 0,0 < ¢ < m e 6 varia num intervalo da forma [6,, 8, + 2m[.

Figura 3: Coordenadas Esféricas
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ZA

'P(p’ 95 ¢)

0
‘//7 .

Fonte: Stewart (2013)

O jacobiano da aplicagdao g ¢ dado por

sen¢ cos@ —p seng senf p cos¢ cosf
a(x,y,z) o,
o0 seng senf  p seng cos@ p cosp senf| = p“seng.
(0.0,9) cos¢p 0 —p sen¢

Logo,

f f f(x,y,z)dxdydz =

9(Q@)

= fff f(p send cos@, p seng senb, p cosp)p?seng dpdfddp.
Q
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Apéndice 2

ATIVIDADE: DIAGNOSTICO DE HABILIDADES NA RESOLUCAO DE
QUESTOES QUE ENVOLVEM CALCULO COM VARIAS VARIAVEIS

Académico: Semestre:

Data: / /

1. Sendo R a regido do plano cartesiano que estd a esquerda do eixo y e entre as

circunferéncias x? + y2 = 1 e x? + y2 = 4. Calcule

ffx+ydA
R

2. Uma piscina circular tem diametro de 10 metros. A profundidade ¢ constante ao longo
das retas de leste a oeste e cresce linearmente de 1 metro na extremidade sul para dois

metros na extremidade norte. Encontre o volume de dgua da piscina.

3. Seja W uma regido limitada pelos planos z = —2, z = 4 e pelo cilindro x? + y? = 16.

Calcule

[

4. Determine por integral tripla, o volume do sélido W:
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5. Qual o volume do sélido limitado acima pela esfera x? + y2 + z? = 9 e abaixo pelo

cone z = /x? + y??
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Apéndice 3

SEQUENCIA DE TAREFAS — MUDANCA DE COORDENADAS EM INTEGRAIS
MUTIPLAS

Académico: Semestre:

Data: / /

Tarefa 1

1.1 Construindo Integrais Duplas em Coordenadas Polares a partir de regides do R?.

Objetivo: Explorar uma regido R descrita em coordenadas cartesianas analisando a
variagdo de seus parametros e escrever a integral dupla que representa a medida da area

desta regido usando coordenadas polares.

Abra o GeoGebra.

a) No GeoGebra plote a regido R definidapor R = {(x,y); 1 < x? + y? < 4}.
> Digite na linha de entrada 1 < x? + y? < 4.
b) Agora, faca um esbogo dessa regido no espaco abaixo.
¢) Reescreva a equacao que define a regido R utilizando coordenadas polares.
Para tanto, inicialmente vamos explorar o applet disponivel no link
https://www.geogebra.org/m/uwhaw37x.
Fazendo a variacdo por meio dos controles deslizantes, do raio r e do angulo 0 da
superficie representada, reflita sobre os limites inferiores e superiores desses pardmetros.

Anote suas impressoes.

c.l Em relacdo a regido R, determine os limites inferiores e superiores de r e 6.

c.2 Escreva a integral dupla que calcula a area da regido R.

1.2 Construindo regioes de integraciao a partir de Integrais Duplas em Coordenadas
Polares.

Objetivo: Explorar a construgdo de regides de integra¢do por meio de integrais duplas em
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coordenadas polares.

Dada a integral dupla abaixo:

2t 9

f f rdrd@
0 4

Sabemos que um so6lido S originou a integral acima. Dessa forma, vamos esbogar o sélido

S, com o auxilio do GeoGebra.

a) Quais os limites inferiores e superiores de r ¢ 67
b) Determine a(s) expressao(des) que define(m) a regido S.

¢) Com o auxilio do GeoGebra faga o esbogo do so6lido S.

Tarefa 2
2.1 Construindo Integrais Triplas com Coordenadas Cilindricas a partir de regides

do R3.

Objetivo: Explorar uma regido R descrita em coordenadas cartesianas analisando a
variagdo de seus parametros e escrever a integral tripla que representa a medida de volume

desta regido usando coordenadas cilindricas.

Abra o0 GeoGebra.
a) Plote a regido S definida por S = {(x,y, z); x2+y?=4,z=/x2+ylez= 0}.

» Na guia exibir habilite a Janela de Visualizacio 3D e clique sobre ela.

> Digite na linha de entrada x% + y? = 4.

» Em seguida, digite z = \/x? + y2.
» Em seguida, digite z = 0.

b) Qual ¢ a superficie que limita superiormente o sélido S?
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¢) Qual ¢ a superficie que limita inferiormente o solido S?

d) Utilize a ferramenta Intersecio de Duas Superficies para encontrar a regido R entre o

plano xy e o cilindro.

» Clique sobre a ferramenta Intersecao de Duas Superficies, em seguida, clique

sobre o cilindro e sobre o plano xy.
e) Qual a representacdo geométrica da regiao R?
f) Qual equacao representa a regido R?
g) Identifique os limites inferiores e superiores de r e 6.

h) Agora, observando a Janela de Visualizacdo 3D, identifique os limites inferiores e

superiores de z.

1) Com base nas respostas anteriores, escreva a integral tripla em coordenadas cilindricas

que representa o calculo da medida do volume do sélido S.

2.2 Construindo regioes de integracido por meio de Integrais Triplas com

Coordenadas Cilindricas.

Objetivo: Explorar a construcao de regides de integragdo por meio de integrais triplas em

coordenadas cilindricas.

Dada a integral tripla abaixo.
2

I]

8
f rdzd0dr
T2

a) Quais os limites de r, 0 e z?
b) Qual ¢ a superficie que limita superiormente o sélido S?
¢) Qual ¢ a superficie que limita inferiormente o s6lido S?

d) Utilize a ferramenta Interse¢ao de Duas Superficies para encontrar a regido R entre o

plano xy e o cilindro. O que essa regido representa?



e) Represente algebricamente essa regido, usando coordenadas cartesianas. Faca um

esbogo dessa regido.

f) Com a ajuda do GeoGebra e das suas respostas até aqui, faga um esbogo do solido S

que originou a integral tripla acima.

Tarefa 3

3.1 Construindo Integrais Triplas com Coordenadas Esféricas a partir de regides do

R3.

Objetivo: Explorar uma regido S descrita em coordenadas cartesianas analisando a
variagdo de seus parametros e escrever a integral tripla que representa a medida de volume

desta regido usando coordenadas esféricas.

Abra o GeoGebra.
a) Plote a regido S definida por S = {(x, v,2); x2+yi+zt=4d4ez=x2+ yz}.

» Na guia exibir habilite a Janela de Visualizacio 3D e clique sobre ela.
> Digite na linha de entrada x% + y? + z? = 4.
» Em seguida, digite z = \/x? + y2.

b) Qual ¢ a superficie que limita superiormente o solido S?
¢) Qual ¢ a superficie que limita inferiormente o solido S?

d) Para fazer uma andlise dessa superficie em coordenadas esféricas vamos observar a
variacao dos limites superiores e inferiores dos parametros 0, ¢ e p. Para tanto acesse
o link https://www.geogebra.org/m/jfopkmz7.
Fazendo a variacao, através dos controles deslizantes, dos parametros 0, ¢ e p, reflita
sobre os limites inferiores e superiores desses parametros. Anote suas impressoes.

e) Com base nessas informagdes, construa a integral tripla em coordenadas esféricas para

calcular o volume do sélido S (Dica: ajuste os parametros do applet, de acordo a
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regido S).

3.2 Construindo regioes de integracio por meio de Integrais Triplas com

Coordenadas Esféricas.

Objetivo: Explorar a construgdo de regides de integracdo por meio de integrais triplas em
coordenadas esféricas.

Dada a integral tripla abaixo.

21 5

m
J!fpzsen¢ dpdpds

0

a) Acesse o link https://www.geogebra.org/m/jfopkmz7, ajuste os parametros de acordo a

regido S da integral dada.
b) Qual ¢ a superficie que limita superiormente o sélido S?
¢) Qual ¢ a superficie que limita inferiormente o solido S?

d) Com a ajuda do GeoGebra e das suas respostas até aqui, faca um esbogo do sélido S

que originou a integral tripla acima.



Apéndice 4

QUESTIONARIO FINAL: MUDANCA DE COORDENADAS EM INTEGRAIS

MULTIPLAS

Como vocé descreveria a experiéncia de interpretacdo grafica de regides de integracao

com o auxilio do GeoGebra? Foi intuitivo?

Apos participar deste projeto, como vocé€ avalia o uso de softwares no ensino de
Calculo de Varias Varidveis? Quais sdo, em sua opinido, os principais beneficios e

desafios?

Como vocé avalia a integracao entre as atividades tedricas e as atividades praticas com

0 GeoGebra? Algum aspecto poderia ser ajustado para melhorar essa conexao?

Vocé viu alguma mudanga na forma como compreende ou aplica Integrais Multiplas,

sobretudo na Mudanga de Coordenadas, ap6s o uso do GeoGebra? Detalhe.

Houve momentos em que o uso do GeoGebra dificultou sua aprendizagem em

conteudos de Integrais Multiplas? Se sim, descreva os aspectos e as possiveis causas.

Gostaria de sugerir melhorias para a sequéncia de tarefas ou a forma como elas foram

realizadas? Compartilhe suas ideias.
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